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Ejercicios - Sucesiones y series humeéricas

Curso: Universidad 1 - 20

Se debe mostrar el desarrollo de cada ejercicio.

Ejercicio 1 - Limites de sucesiones

Calcula los limites siguientes, indicando el tipo de indeterminacién y la técnica
empleada.

i 3n?+1
a . 2n2 —n

b. lim (\/n2 —|—n—n)

n—oo

2 n
c. lim (1 + —)
n—oo n

d. lim —
n1—>nolo an

Ejercicio 2 - Monotonia y acotaciéon
2n +1

S =
€a an, nt3

a. Calcula a1, a2, ag y ao.

b. Demuestra que es creciente calculando a,+1 — ay.

c. Demuestra que esta acotada superiormente por 2.

d. Calcula su limite y comenta el teorema de la sucesién mondétona.

Ejercicio 3 - Una sucesion recurrente
Seaar =1lyap1 =2+ ag.

a. Calcula ag, a3 y a4 con cuatro decimales.

b. Demuestra por induccién que a, para todo n.
c. Demuestra que la sucesién es creciente.

d. Calcula el limite.

Ejercicio 4

Ejercicio 4 - Jerarquia de infinitos
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Paran — oo se cumplelnn < n? < a” < n! <K n™ (p>0,a> 1), donde f<K g
significa % — 0.

Inn nl0

a. Calcula lim =% y lim {77

. n . . .
b. Calcula lim i—. con el criterio del cociente.
c. Ordena de menor a mayor velocidad de crecimiento: n?, 3", In(n®), n!, v/n.
d. Paran = 10, ise cumple ya que n'%? iQué ensefa esto?

Ejercicio 5 - Series geométricas y telescdépicas

Calcula la suma de cada serie o justifica que diverge.

()

2y
n=0
0. > L
' o n(n+ 1)

n=1

1
¢ Zfn,2—|r3n+2

d. Escribe como suma de una serie geométrica y como fraccion.

Ejercicio 6
Ejercicio 6 - Criterios de convergencia
Estudia el caracter de cada serie de términos positivos indicando el criterio que usas.

2 Y5
1
b-Zﬁ
+1
“ Z:?’M

d.Z:—i

Ejercicio 7

Ejercicio 7 - Un depdsito a plazo

Una persona de Zaragoza ingresa 10 000 € en un depésito al 3 % de interés anual
compuesto, sin retirar intereses.

a. Escribe el capital C), al cabo de n afios. ¢éQué tipo de sucesion es?
b. Calcula C5 y Chp.
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c. ¢Cuantos aflos completos tarda en duplicarse el capital?
d. Compara con un interés simple del 3 %: {cuando se duplicaria?

Ejercicio 8

Ejercicio 8 - La pelota que rebota

En el gimnasio de un colegio de Malaga se deja caer una pelota desde 2 m de altura.
Tras cada bote alcanza % de la altura anterior.

Escribe la altura h,, tras el bote n.

{Tras cuantos botes la altura es menor que 10 cm?

Calcula la distancia vertical total recorrida si rebota indefinidamente.
¢Es realista el modelo? Comenta.

Qanowo

Ejercicio 9

Ejercicio 9 - Una dosis de medicamento

Un paciente de un hospital de Oviedo toma 100 mg de un antibidtico cada 8 horas.
Entre dos tomas, el organismo elimina el 60 % del farmaco presente.

a. Llama a, a la cantidad justo después de la toma n. Justifica que
an+1 = 0,4a, + 100 con a; = 100,
b. Calcula as, az y as.
c. Escribe a, como suma de una progresién geométrica y halla una férmula cerrada.
d. {Hacia qué valor se estabiliza? Si la dosis téxica es de 180 mg, ¢hay peligro?

Ejercicio 10

Ejercicio 10 - El copo de nieve de Koch

Se parte de un tridngulo equildtero de lado 1. En cada paso, cada segmento se divide
en tres partes iguales y sobre la central se construye un triangulo equilatero hacia
fuera, eliminando la base.

a. ¢Cuantos lados tiene la figura tras n pasos y cuanto mide cada uno?
b. Calcula el perimetro P, y su limite.
c. En el paso n se afiaden 3 - 4t tridngulos de lado 37 ". Escribe el drea afiadida

como serie.

d. Calcula el &rea limite sabiendo que el tridngulo inicial tiene drea Ao = @.

Ejercicio 11 - Aquiles y la tortuga

En una carrera popular de Sevilla, un corredor (10 m/s) da 100 m de ventaja a una
tortuga mecanica que avanza a 1 m/s. Zenén argumentaba que nunca la alcanza:
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cuando llega donde estaba la tortuga, esta ya ha avanzado un poco.

a.

Cuando el corredor recorre los 100 m, écuanto ha avanzado la tortuga? (Y en el
siguiente tramo?

Escribe la distancia total recorrida por el corredor hasta alcanzarla como serie
geométrica y sumala.

. Calcula el tiempo que tarda.
. Resuelve el problema con una ecuacién de primer grado y compara.

Ejercicio 12

Ejercicio 12 - Ahorro mensual para un viaje

Una estudiante de Granada ingresa 100 € al final de cada mes en una cuenta que da
un 0,25 % mensual, para pagarse un viaje dentro de 2 anos.

anoo

i{Cudnto vale al final el primer ingreso? &Y el Gltimo?

Escribe el saldo final como suma de una progresién geométrica.
Calcula el saldo final y los intereses ganados.

¢{Qué cantidad mensual necesitaria para reunir 3000 €?

Ejercicio 13

Ejercicio 13 - Peces en un embalse

En un embalse de Extremadura hay 400 peces. Cada aflo muere o se pesca el 20 % y
la confederacion hidrografica repuebla con 200 alevines: pn+1 = 0,8p, + 200,

anowow

Calcula p1, p2, p3.

Halla el punto fijo L de la recurrencia.

Demuestra que g, = p, — L es geométrica y escribe p,.
¢{Cudntos afios tarda la poblacién en superar los 950 peces?

Ejercicio 14

Ejercicio 14 - Las torres de Handéi

En un juego de las torres de Handi hay que pasar n discos de una varilla a otra
moviendo uno cada vez y sin poner nunca un disco sobre otro menor. El nimero
minimo de movimientos cumple Ty =1y T, = 2T, 1 + 1.

a. Justifica la recurrencia.
b. Calcula T4, ...,Ts y conjetura una férmula.

C.
d.

Demuestra la férmula por induccién.
Una leyenda habla de 64 discos movidos a un disco por segundo. ¢Cuantos afos
harian falta?
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Ejercicio 15 - Problema: calcular e y In 2 con series

Una calculadora no guarda los valores de e ni de In 2: los calcula con series. Se sabe

(_1)k+1

quee = ;g % yln2 =3, , ~——. Estudia cuantos términos hacen falta.

5 . .
. Calcula S5 =), % como fraccién y en decimal.

. 1 1 1, 1
. Acota el error: Y1267 < a1 (1++ + 45 +-..). Calcula la cota.
. Para la serie de In 2, el error de una serie alternada es menor que el primer

término despreciado. éCuantos términos garantizan error menor que 0,001?

. {Qué serie converge mas deprisa? {A qué se debe?

Ejercicio 16

Ejercicio 16 - Problema: la pila de libros que sobresale

En la biblioteca de un instituto de Cuenca se apilan libros iguales de longitud 1 al
borde de una mesa, de forma que cada uno sobresalga lo méximo posible sin caer. Se
demuestra que con 7 libros el voladizo maximo es %Hn, con H, =1+ % + et %

a.
b.

Calcula el voladizo con 1, 2, 3y 4 libros.
¢Con cuéntos libros el libro de arriba queda completamente fuera de la mesa
(voladizo mayor que 1)?

. Demuestra que Hyr > 1 + % agrupando los términos.
. Deduce que la serie armédnica diverge y que, con libros suficientes, el voladizo

puede ser tan grande como se quiera. ¢Cuantos libros garantiza el apartado c)
para un voladizo de 37

Ejercicio 17

Ejercicio 17 - Problema: Fibonacci y los girasoles

Las semillas de un girasol se disponen en espirales cuyo niumero suele ser un término
de la sucesién de Fibonacci: F1 = Fy, =1, F,,,o = F,,;1 + F,. En un vivero de Cérdoba
se cuentan 34 y 55 espirales.

Q

b.

Escribe los 12 primeros términos.

. F,
Calcula los cocientes 7, = —= paran =5,...,11,

Suponiendo que T, — ¢, demuestra que ¢ = 1 + % y calcula ¢.

Comprueba la férmula de Binet F), = &ﬁ_w)n para n = 10,

Ejercicio 18

Ejercicio 18 - Problema: una serie alternada
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Comprueba las hipétesis del criterio de Leibniz.
Calcula Sy y acota el error cometido al tomar S4 como valor de la suma.

¢Es absolutamente convergente?
. 1 72 2 S
Sabiendo que T = 6 demuestra que la suma es |3 y compara con O4.

Ejercicio 19

Ejercicio 19 - Problema: el préstamo para un coche

Qe nTo

Una familia de Logrofio pide un préstamo de 15 000 € para un coche, a devolver en 60
cuotas mensuales iguales con un interés del 0,5 % mensual. La cuota ¢ se calcula

exigiendo que el valor actual de todas las cuotas sea igual al capital:
60

Y = 15000.
£ 1,005

a. Explica por qué cada cuota se divide por 1,005%,
15000 - 0,005

1—1,0057%"

b. Suma la progresidén geométrica y obtén la férmula ¢ =

c. Calcula la cuota y el total pagado.
d. {Cudnto se paga de intereses? Si se amplia el plazo a 84 meses, ¢baja la cuota?
¢Y el total de intereses? Razona.

Ejercicio 20

Ejercicio 20 - Desafio: el criterio de la integral

Si f es positiva y decreciente en [1,00), la serie Y f(n) y la integral [, f(z) dz tienen
el mismo carécter.
a. Justifica el criterio comparando las areas de rectangulos con el area bajo la curva.
b. Demuestra que > # converge si y solo sip > 1.

c. Estudia anz ﬁ y 2@2 _n(lnln)z '
d. Demuestra que In(N 4+ 1) < Hy < 1+In N y estima Hi00000.
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