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Soluciones - Ldgica, conjuntos y
demostraciones

Curso: Universidad 1

Solucion del ejercicio 1

Planteamiento. Construimos las tablas de verdad con todas las combinaciones
posibles de valores de las variables. Recordamos que una implicacién solo es falsa
cuando el antecedente es verdadero y el consecuente falso, y que una tautologia es
verdadera en todas las filas.

a. Las dos ultimas columnas coinciden: una implicacién y su contrarreciproca son
equivalentes.

pla|p—q|—q|P|g— P
ARARY FIF |V
V|F|[F V |F |F
Flv|v F |V |V
FIF|V V |V |V

b. La implicacion solo es falsa si el antecedente es V y el consecuente F. Sip A g es
V, entonces p es V; por tanto nunca ocurre V—F.

c. No:conpVyqF, el antecedente esVy pAgqesF, luego la implicacién es falsa.

d. p A —p es siempre falsa (contradiccién) y p V —p siempre verdadera (tautologia,
principio del tercero excluido).

Solucion del ejercicio 2

Planteamiento. Dos proposiciones son equivalentes si tienen la misma tabla de
verdad. Usamos las leyes de De Morgan, la distributiva y la equivalencia
p — q = —p V q para simplificar y para negar correctamente.

a. Solo cuandopy gsonV espA qverdadera; justo en ese caso —p V —q es falsa. En
los otros tres casos ambas son V.

b. Distributiva:p A (gV —q) =p AV =p.

c.p—g=-pVg, luego ~(p —q) =pA g

d. «Estudio y no apruebo». La negacién de una implicacién no es otra implicacién.

Solucion del ejercicio 3

Planteamiento. Para negar una frase con cuantificadores, cada V pasa a 3, cada 3
pasa a V y se niega la propiedad final. Para decidir si es verdadera, buscamos un
ejemplo o un contraejemplo segun el orden de los cuantificadores.

a. Verdadera: basta y = 22 + 1. Negacién: 3Ix e RVy € R: y < 22,
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b. Falsa: para cualquier ¥, el nimero z = +/|y| + 1 cumple x? > y. El orden de los

cuantificadores cambia el significado.
c. &>0YN3In>N: |a, — L| > e: ay no tiende a L.
d. «Hay algun estudiante de la clase que no tiene ninglin amigo en Madrid».

Solucidn del ejercicio 4

Planteamiento. Escribimos los conjuntos por extensién y aplicamos las definiciones
de unién, interseccién, diferencia, diferencia simétrica y complementario.
Comprobamos las leyes de De Morgan y la férmula del cardinal de la unién.

a. A={2,4,6,8,10}y B = {3,6,9,12}.
b. AUB={2,3,4,6,8,9,10,12}, AN B = {6}, A\ B = {2,4, 8,10},
AAB = {2,3,4,8,9,10,12}.
C. ; , y su

interseccién es {1,5,7,11}: coinciden (De Morgan).
d.5+4—-1=8=|AUB|.

Solucion del ejercicio 5

Planteamiento. Para demostrar una igualdad de conjuntos traducimos la pertenencia
a légica y usamos equivalencias, lo que prueba la doble inclusién. Para refutar una
igualdad basta un contraejemplo concreto en el que los dos miembros sean distintos.

a. € A\(BUC) <= zc ANz ¢ BNz ¢ (C < (zc ANz g¢B)N(zc ANz ¢C)
, que es la pertenencia al segundo miembro. Todas las equivalencias valen en los
dos sentidos.

b.zc AN(zxeBVzel) < (zc ANzeB)V(zcANzecC), porla
propiedad distributiva de la légica.

c. No. B\C={2}y A\ {2} ={1,3}; en cambio A\ B={1,3} y {1,3} \ C = {1}.
Los resultados difieren.

Solucion del ejercicio 6

Planteamiento. El producto cartesiano estd formado por pares ordenados, asi que su
cardinal es el producto de los cardinales. El conjunto de partes contiene todos los
subconjuntos, incluidos el vacio y el total, y tiene 2" elementos.

A x B={(a,1),(a,2),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3)}, con 2 -3 = 6 elementos.

P(A) = {2,{a},{b},{a,b}}.

20 = 64,

No: (a,1) € A x B pero (a,1) ¢ B x A, cuyos pares empiezan por un nimero. Los
pares son ordenados.

Qe noyo
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Solucion del ejercicio 7

Planteamiento. Representamos los datos en un diagrama de Venn empezando por la
interseccién y aplicamos la férmula de inclusién-exclusion,

|AU B| = |A| + |B| — |AN B, que evita contar dos veces a quienes estan en ambos
conjuntos.

a. Solo Calculo: 70 — 30 = 40; ambas: 30; solo Algebra: 55 — 30 = 25; fuera de los
dos circulos, el resto.

b. [CUA| =70+ 55— 30 =95,

c. 120 — 95 = 25,

d. 40 + 25 = 65.

Solucion del ejercicio 8

Planteamiento. Con tres conjuntos, la inclusién-exclusién suma los cardinales
simples, resta las intersecciones dos a dos y vuelve a sumar la triple. Rellenando el
diagrama de Venn desde el centro obtenemos las regiones de «solo» y «exactamente
dos».

JTUAUC| = I+ |A|+|C|— [INA|—|INC|—|ANC|+|[INANC|
. 120 4 70 + 40 — 30 — 20 — 15 + 10 = 175; ninguno: 200 — 175 = 25.

. 120 — 30 — 20 + 10 = 80.

. (30 — 10) + (20 — 10) + (15 — 10) = 35.

O N T O

Solucion del ejercicio 9

Planteamiento. Traducimos el funcionamiento de la alarma a una proposicién con
conectivos. Contamos en la tabla las combinaciones que la hacen verdadera y
aplicamos De Morgan para negarla y deducir informacién a partir de lo que
observamos.

a. S=(pANa)Vh.

b. Suena cuando h es V (4 casos) y cuando p,a son V con h F (1 caso): 5
combinaciones.

c. S=-(pANa)AN—-h=(-pV-a)A—h,

d. De =S: no hay humo y —p V —a; como a es V, debe ser —p: la puerta estd cerrada.

Solucion del ejercicio 10

Planteamiento. Cada busqueda booleana corresponde a una operacidon de conjuntos:
Y es la interseccién, O la union y NO la diferencia. Calculamos los cardinales con la
inclusién-exclusiéon usando los datos del catadlogo.

a. (MNI)\F.
b. [MNI|—|MNFnNI|=250—80= 170,
c. 800 + 500 — 150 = 1150.
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d. |F|— |[FNM|—|FNI|+|FnMnI|=500— 150 — 200 + 80 = 230.

Solucion del ejercicio 11

Planteamiento. Lo que dice cada persona es verdadero exactamente cuando esa
persona es veraz, lo que da bicondicionales. Probamos las cuatro combinaciones
posibles en una tabla y nos quedamos con la Unica coherente con las dos afirmaciones.

a. Lo que dice una persona es verdad si y solo si esa persona es veraz.

b. b <> (a < b).

c. De las 4 combinaciones, solo a V, b F cumple ambas: Ana es veraz y Blas
mentiroso. Comprobacién: Ana dice la verdad (Blas miente) y Blas miente al decir
que son iguales.

d. Entonces b <+ a y a <+ —b son incompatibles (darian b <> —b): no habria solucioén,
la situacidn seria imposible.

Solucion del ejercicio 12

Planteamiento. Escribimos la reciproca, la contraria y la contrarreciproca de la norma
y recordamos que solo la contrarreciproca es equivalente. Después aplicamos el
modus tollens y detectamos la falacia de afirmar el consecuente.

a. Reciproca: «si se juega en el pabelldn, llueve». Contraria: «si no llueve, no se
juega en el pabellén». Contrarreciproca: «si no se juega en el pabellén, no
lueve».

b. Solo la contrarreciproca. La reciproca y la contraria son equivalentes entre si,
pero no a la norma.

c. No: puede jugarse en el pabelldn por otro motivo (falacia de afirmar el
consecuente).

d. Que no llueve (modus tollens).

Solucion del ejercicio 13

Planteamiento. Un menu es una terna ordenada (primero, segundo, postre), asi que
el conjunto de menus es un producto cartesiano y su cardinal se obtiene multiplicando.
Pedir a la carta es elegir un subconjunto de platos: hay 2" posibilidades.

a. PxSxD,con3-4-2=24 menus.
b.2-1-2=4,

c. 3-4-3 = 36.

d

. |P(platos)| = 2° = 512.

Solucion del ejercicio 14

Planteamiento. En una demostracién por induccién comprobamos el caso base vy,
suponiendo cierta la férmula para n, sumamos el término siguiente y operamos hasta
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obtener la formula para n + 1. Asi queda probada para todos los naturales.

a.1=1,1+3=4,143+5=9,14+3+5+7=16,
b. Base: 1 = 12, Paso: si1 +---+ (2n — 1) = n?, sumando 2n + 1 se obtiene
n?+2n+1=(n+1)>2
2 2 2
c. Base: 1 = 1. Paso: (@) +(n+1) = (2 fan 4 4) = (%) :
d. (2%L)% — 55% — 3025.

Solucion del ejercicio 15

Planteamiento. Elegimos el método de demostraciéon adecuado: el contrarreciproco
cuando la negacién de la tesis da mas informacién, la reduccién al absurdo para la
irracionalidad y la construccién de un nimero nuevo en el argumento de Euclides.

a. Contrarreciproco: sin es impar, n = 2k + 1y n? = 4k*> + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1
es impar.

b. Supongamos V2 = % irreducible. Entonces p® = 2¢°, asi que p* es par y, por a),
p = 2r. Luego 4r? = 2¢2, ¢*> = 2r? y q también es par: contradice que la fraccién
sea irreducible.

c. Si solo hubiera los primos p1,. .., Pk, €l nUmero M = p; ---p; + 1 deja resto 1 al
dividirlo por cada p;, asi que tiene un factor primo distinto de todos ellos:
contradiccion.

d. Partir de n? = 2m y llegar a que n es par exige extraer raices y estudiar
divisibilidad; el contrarreciproco solo requiere elevar al cuadrado.

Solucion del ejercicio 16

Planteamiento. La inducciéon también sirve para divisibilidades y desigualdades. En el
paso inductivo relacionamos la expresiéon para n + 1 con la de n; en las desigualdades
usamos una acotacion auxiliar y empezamos en el primer valor en que se cumplen.

a. Base: 7—1=6. Paso: 7" — 1 ="7(7" — 1) + 6, suma de dos multiplos de 6.

b.n=1:2>1siin=2:4=4no;n=3:8no;n=4:16 =16 no; n = 5: 32 > 25 si;
n = 6: 64 > 36 si.

c. Basen =5.5i 2" > n?, entonces 2" > 2n? =n?+n?>n?+2n+1=(n+1)%

d. Base n = 1: igualdad. Si (1 + )™ > 1 + nz, multiplicando por 1 + z > 0:
1+z)"t>1Q+nz)(l+2)=1+n+Dz+nz>>1+ (n+1)z.

Solucion del ejercicio 17

Planteamiento. El principio del palomar asegura que si hay mas objetos que cajas,
alguna caja recibe al menos dos. ldentificamos en cada caso qué son los objetos y qué
son las cajas, y lo distinguimos de los argumentos probabilisticos.

maths-pdf.com 5/6



maths-pdf.com Soluciones - Ldgica, conjuntos y demostraciones

a. 367 personas (366 dias posibles).

b. Si cada mes tuviera como mucho 2, habria como mucho 24 estudiantes; como
son 30, algtin mes tiene al menos [30/12] = 3.

c. Divide el cuadrado en 4 cuadrados de lado 1. Dos puntos caen en el mismo, y su
distancia es como mucho la diagonal, V2.

d. No lo garantiza (30 < 366). Pero la probabilidad de que ocurra es alta:

365-364---336
]_ - W ~~ 0,706.

Solucion del ejercicio 18

Planteamiento. Contamos los multiplos de cada nUmero con la parte entera de una
divisién. Las intersecciones son los multiplos del minimo comdn mudltiplo, y la inclusién-
exclusién para tres conjuntos da el nimero de elementos de la unién.

1000/2| = 500, |1000/3] = 333, [1000/5| = 200.

Mdultiplos de 6: 166; de 10: 100; de 15: 66; de 30: 33.

500 4 333 + 200 — 166 — 100 — 66 + 33 = 734.

1000 — 734 = 266; la estimacion da 266,7. La proporcion de nimeros no divisibles
por2,3ni5es % "3 E = %, salvo errores de redondeo.

anoo

Solucion del ejercicio 19

Planteamiento. Un razonamiento es valido si la conjuncién de las premisas implica la
conclusién en todas las filas de la tabla de verdad. Identificamos cada razonamiento
con una regla conocida o con una falacia y buscamos un contraejemplo cuando no es
valido.

a. No: es la falacia de afirmar el consecuente. Con p Fy q V las premisas son ciertas
y la conclusién falsa.

b. Si: es el modus tollens.

c. Si: es el silogismo disyuntivo, [(j V m) A =] — m.

d. Las cuatro filasdan V:siges Fy p — g es V, necesariamente p es F.

Solucion del ejercicio 20

Planteamiento. Demostramos el cardinal del conjunto de partes por induccién vy el
teorema de Cantor por reduccién al absurdo: el conjunto diagonal de los elementos
gue no pertenecen a su imagen no puede ser imagen de ningun elemento.

a. Base n = 0: P(@) = {@}. Paso: los subconjuntos de A U {b} son los de A y esos
mismos con b afadido: 2 - 2™,

b. Si D = f(d), entoncesd € D < d ¢ f(d) = D: contradiccién en los dos casos.

c. El conjunto D no estd en la imagen de f, luego ninguna f es sobreyectiva.

d. 1€ f(1),2 ¢ f(2), 3 € f(3), asi que D = {2}, que en efecto no es ni {1,2}, ni &,
ni {1,3}.
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