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Soluciones - Integrales y aplicaciones

Curso: Universidad 1

Solucion del ejercicio 1

Planteamiento. Son integrales inmediatas: cada integrando es la derivada de una
funcién conocida, quizd multiplicada por una constante. Escribimos la primitiva usando
la tabla de derivadas al revés, afiadimos la constante C'y comprobamos el resultado
derivando.

z3 — 222 + 5z + C. Comprobacién: la derivada es 3z% — 4z + 5.
Como (%)’ = 2e**, una primitiva es 3€** + C.

In|z+1|+C.

%sin3x + C, pues la regla de la cadena aporta el factor 3.

aonoowo

Solucion del ejercicio 2

Planteamiento. Buscamos una funcién interior © = g(x) cuya derivada aparezca
multiplicando en el integrando. Con el cambio u = g(z), du = ¢'(z) dz, la integral se
convierte en una inmediata en la variable u; al final deshacemos el cambio.

a. Conu = 2%, du = 2z dz: fe“du:e””2+0.

b. Conu=2z%+1,du=2zxdz: + [ =%h:(m2+1)+0.
c. Conu = sinz, du = cos z dx: fu3du: == +C.

d. Conu=1+z% 1 [uVdu=\u+C=v1+22+C,

Soluciodn del ejercicio 3

Planteamiento. Usamos fudv = uv — fvdu. Elegimos como u la funcién que se
simplifica al derivar (logaritmos y polinomios) y como dv la que es facil de integrar; si
queda otro producto, repetimos el proceso.

a. u=gz, dv=e"dz: ve® — [e*dz =ze® —e* + C =¢"(z — 1)+ C.
b. u=Inz, dv=zdz: ”;—zln:c—f%dcc:x—;lnx—mff—l—c.

c. Dos veces: u = x2, dv = sinz dx da —x?cosz + 2fx cosz dz; y de nuevo

fm coszdxr = xsinz + cos z. Resultado: —z2coszx + 2z sinz + 2cosz + C.

Solucidn del ejercicio 4

Planteamiento. Si el denominador se factoriza en factores lineales distintos,

descomponemos la fraccion en suma de fracciones simples xfa. Calculamos los

coeficientes dando valores a o igualando coeficientes, e integramos cada término
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como un logaritmo.

1 _1/2 1/2 -
A T D@ — = I =i Entonces —
4/3 1/3

snjz -1/ - $In|z + 2|+ C.
c. El numerador es la derivada del denominador, de modo que la integral es
In|z? +z — 2|+ C,

"
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Solucion del ejercicio 5

Planteamiento. La regla de Barrow calcula la integral definida evaluando una
primitiva en los extremos y restando. El teorema fundamental del célculo dice ademas
gue la derivada de una funcién integral es el integrando evaluado en el limite superior.

2
a. [%+x]0=%+2=%.

b. Por partes, [Inzdz = zInz — . Entonces [zInz — 2] = (e —e) — (0 — 1) =1,
c. Teorema fundamental: G'(z) = e’ luego G'(1) = e ~ 0,368.

Solucion del ejercicio 6

L]
N
]
]
]

Planteamiento. Para el drea entre dos curvas hallamos primero los puntos de corte,
gue son los limites de integracién. Después averiguamos qué curva esta por encima en
ese intervalo e integramos la diferencia «funcién superior menos funcién inferiors».

a. ’=z2+2 <= 22—2—-2=0 < z=—-1lozx =2,
b. Enz=0:z+2=2>0=2z? asi que la recta estd por encima.

2
c. A= [’ (z+2—a?)dz = [%2+2m—%3]_1:(2+4—%)—(%—2+§):%—(—%):%

L]
N
]
]
]

Solucion del ejercicio 7

Planteamiento. El caudal es la rapidez con que entra el agua, asi que el volumen que
entra en un intervalo de tiempo es la integral del caudal. Derivamos para estudiar el
maximo del caudal e integramos para obtener el volumen total.

a. ¢(0) =6 m3/hyq(10) =6 + 20 — 10 = 16 m3/h.
b. ¢'(t) =2—0,2t =0 =t = 10. Como ¢’ > 0 antes, el méximo en [0, 10] est4 en
t = 10: 16 m3/h.

10
. V= [,°(6+2t—0,12) dt = [6t + > — 23] T =60+ 100 — 100 — 30 ~ 1267
0

m3.
d. No: 126,7, faltan unos 23,3 m3; se llenaria después de las 18:00.
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Solucion del ejercicio 8

Planteamiento. La integral de |la velocidad da el desplazamiento, en el que los
tramos hacia atras restan. Para la distancia recorrida integramos el valor absoluto de
la velocidad, dividiendo el intervalo en los instantes en que la velocidad cambia de
signo.

a. 3> —12t+9=3t-1)(t-3)=0=>t=10t=3.

b. [} vdt = [t3 — 6t + 9t]; = 64 — 96 + 36 = 4 hm.

c.v>0en(0,1)y(3,4), ven (1,3). Integrales: fol v =4, ff’v =0-—4=—4,

f34v: 4 — 0= 4. Distancia: 4 +4+4 =12 hm.

d. El desplazamiento suma con signo (lo que retrocede resta), mientras que la
distancia suma valores absolutos.

Solucion del ejercicio 9

Planteamiento. El coste marginal es |la derivada del coste total, de modo que
integrandolo se recupera el coste. La integral entre dos producciones da el coste de
pasar de una a otra, y el coste fijo aparece como constante de integracién.

a. C'(50) =40 —10 =30y C'(100) = 40 — 20 = 20 céntimos por barra.

b. [,”(40 - 0,22) dz = [40z — 0,1%] " = 4000 — 1000 = 3000 céntimos, o sea 30 €.
c. [40z — 0,12%]13° = 3000 — (2000 — 250) = 1250 céntimos.

d. C(x) = 500 + 40z — 0,1z (céntimos). Comprobacién:

C(100) = 500 + 3000 = 3500.

Solucidn del ejercicio 10

. . - . b
Planteamiento. El valor medio de una funcién continua en [a,b] es 7 [ f.

Evaluamos la temperatura en los instantes indicados, integramos el término sinusoidal
con un cambio de variable y dividimos entre la duracién del intervalo.

. T(8) = 15, T(14) = 15 + 10sin T = 25 y T(20) = 15 + 10sin 7 — 15,
b. f215dt =180y [2°10sin 2B dt — 10 - 2[— cosu]T = 22 Total;
180 + 22 ~ 256 4.

. °C.
d. Si, 21,4 > 15. Se alcanza cuando sin ”(ﬁgs) = 2 ~ 0,637, es decirt — 8 ~ 2,64 h

™

(hacia las 10:38) y también ent — 8 ~ 9,36 h (hacia las 17:22).

Q

Solucion del ejercicio 11

Planteamiento. El trabajo de una fuerza variable a lo largo de un desplazamiento es
la integral de la fuerza respecto de la posicidn. Con la ley de Hooke, F(z) = kz, el
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trabajo es §x2 evaluado entre las posiciones inicial y final.

F(0,05) = 200 - 0,05 = 10 N,
W = [1002%]," = 100-0,01 =1},
W = [1002?] % = 100(0,04 — 0,01) = 3 .

. El trabajo crece como %y 0,22 — 0,12 = 3 - 0,12: al estar mas estirado, el muelle
ejerce mas fuerza y cada centimetro cuesta mas energia.

T o

Q o

Solucion del ejercicio 12

Planteamiento. Al girar la curva alrededor del eje x, cada seccidén es un circulo de

: , . , b
radio f(z). Sumamos los volimenes de esos discos con la integral V == [ f(z)?dz y
pasamos el resultado a las unidades pedidas.

a. Cada seccién perpendicular al eje es un circulo de radio f(z) y area 7rf(a:)2;
integramos esas areas.

4
b. V= 7rf04(\/5)2dx = 7rf04a3dx = W[%] = 8w ~ 25,1 dm3.

c. Son aproximadamente 25,1 L (una copa muy grande, de exposicion).
d. T —d4r = h? =8 = h = 2v/2 ~ 2,83 dm.

Solucion del ejercicio 13

Planteamiento. El punto de equilibrio se obtiene igualando oferta y demanda. Los
excedentes son areas entre la curva correspondiente y la recta horizontal del precio de
equilibrio, y se calculan con integrales definidas entre 0 y la cantidad de equilibrio.

50 — 0,52 = 10+ 0,5z = z¢y = 40, po = 30 €.
%20 — 0,5z) dz = [20z — 0,2522]& = 800 — 400 = 400 €.
040(20 — 0,5z) dz = 400 € (la figura es simétrica).

El excedente del consumidor es el ahorro total de quienes estaban dispuestos a
pagar mas de 30 €; el del productor, el beneficio extra de quienes habrian
vendido por menos.

Qe n T YO

Solucion del ejercicio 14

Planteamiento. El ritmo de crecimiento es la derivada de la poblacidn, asi que el
aumento entre dos afos es la integral del ritmo. Integramos la exponencial, sumamos
la poblacién inicial para obtener P(t) y comprobamos derivando.

a. 7(0) = 3y r(10) = 3e%3 ~ 4,05 mil por afio.
b. [)°3e"%tdt = [100e>%%] ° = 100(e®® — 1) & 34,99 mil habitantes.
c. P(t) = P(0) + [y r = 100 + 100(e%%* — 1) = 100*%, asi que P(10) ~ 134,99 mil.
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d. P'(t) = 100 - 0,03 %03 = 3203 = r(¢),

Solucion del ejercicio 15

Planteamiento. Sin la ecuacion del borde, aproximamos el area con los datos
tabulados. Aplicamos las férmulas de los trapecios y de Simpson con el paso h de la
tabla, comparamos los resultados y usamos el mas preciso para la estimacion final.

a. h=10: A~ 10 [122 + 18 + 21+ 16] = 10 (10,5 + 55) = 655 m2,

b. A~ Y (12472442464 +9) = 2 - 199 = 663,3 m2,

C. Simpson supera en unos 8 m? a los trapecios (1,2 %). Los trapecios sustituyen la
curva por segmentos; Simpson la aproxima por parabolas y suele ser mas

precisa.
d. 663,3/36 ~ 18,4: caben unos 18 olivos.

Solucion del ejercicio 16

Planteamiento. Una integral impropia se define como el limite de integrales en
intervalos acotados. Calculamos la primitiva, la evaluamos entre 0 y b y estudiamos el
limite cuando b — oo: si es finito, la integral converge.

a. [i 5e /3dt = 25(1 — e /%) — 25 mg-h/L.
b. Alas 10 h: 25(1 — e~2) ~ 21,6, es decir, el 86,5 % del total.
C. flbw_zdw =1- % — 1 (converge). flb de =Inb — oo (diverge).

d. fal z Y2dx = 2 — 2y/a — 2 cuando @ — 0*: converge a 2.

Solucion del ejercicio 17

Planteamiento. Al girar alrededor del eje vertical comparamos dos métodos: el de los
discos, integrando en y, y el de las capas cilindricas, V = 27 [ zf(z) dz. Ambos deben
dar el mismo volumen, lo que sirve de comprobacion.

214
a. Cada disco tiene radio z = /y y drea my: V = 7rf04ydy = w[%]o = 8.

2
V= 27rf02(4ac —z3)dx = 271'[2:1:2 — %]0 =2m(8 — 4) = 8.

. Los dos valen 87 ~ 25,13 dm3: los métodos son equivalentes.
d. Caben unos 25,1 litros.

Solucion del ejercicio 18

- .z 7 Z . .
Planteamiento. La funcién érea acumulada F(z) = [ f tiene derivada f, por el
teorema fundamental. Estudiamos el signo de f para saber cudndo crece o decrece el
stock y calculamos F' en los puntos clave con la regla de Barrow.

O

0
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a. G(z) = % — 222 + 3z.

b. G'(z) = f(z) =z —4z+3=(z —1)(z — 3), concerosz = 1l y ¢ = 3.

c. G'>0paraz, en(1,3)y > 0después: maximo local en z = 1 con
G(1) =+ —2+43 = 4; minimo local en z = 3 con G(3) = 9 — 18 + 9 = 0.

d. El stock acumulado alcanza un maximo relativo de 4 toneladas en la semana 1y
baja hasta volver a 0 en la semana 3, donde empieza a crecer de nuevo.

Solucion del ejercicio 19

Planteamiento. Calculamos la integral de la funcién en el intervalo, la dividimos entre

su longitud para obtener el valor medio y resolvemos f(c) = f para encontrar el
instante en que la funcidon toma exactamente ese valor medio.

a. 1 [Ja?de =1.9=3 Entonces > =3yc=+v3~ 1,73

b. [P(2+1t—0,1t2) dt = [2t + £ %]z — 12418 — 7,2 = 22.8 kWh,

c. 22,8/6 = 3,8 kW.

A2+t 012 =38 = 012 ¢ +18=0 ¢ t = ZVIO2 roqiia ¢ ~ 2,35
hyt~ 7,65h. Solo la primera esta en |0, 6].

Solucion del ejercicio 20

Planteamiento. Cada integral exige una técnica distinta: partes dos veces con una
ecuacién para la exponencial por el seno, la férmula del dngulo doble para el seno al
cuadrado y una interpretacién geométrica (un cuarto de circulo) para la raiz.

a. Por partes dos veces: I = e®sinxz — e®cosz — I, de donde
I=%(sinz —cosz)+ C,

:02 ., _ 1—cos2z x _ sin2z T2 ks
b. sin®z = =5 luego |3 e =T

. m/2 . . .
c. Conz =sin6: [;/%cos20dh = I Es el 4rea de un cuarto de circulo de radio 1.
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