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Soluciones - Calculo en varias variables

Curso: Universidad 1

Solucion del ejercicio 1

Planteamiento. El dominio esta formado por los puntos donde la expresién tiene
sentido: radicandos no negativos y argumentos de logaritmos positivos. Las curvas de
nivel se obtienen igualando la funcién a una constante y reconociendo la curva.

a. Hace falta 4 — 2 — y? > 0, es decir 22 + y? < 4: el disco cerrado de centro el
origen y radio 2.

b. Hace falta * — y > 0: el semiplano abierto por debajo de la recta y = .

c. Circunferencias centradas en el origen de radios 1, 2 y 3. Al ser cada vez mas
juntas en altura, la superficie (un paraboloide) es cada vez mdas empinada.

d. 2= /4 — 22 — y2 cumple 2 + y? + 22 = 4, 2 > 0: la semiesfera superior de radio

| N

Solucion del ejercicio 2

Planteamiento. Si el limite existe, debe valer lo mismo por cualquier camino. Probar
rectas y = mx sirve para demostrar que no existe; para demostrar que existe pasamos
a polares y acotamos la expresién por algo que tienda a 0.

mx2

a. Pory = mx: m?a? 1+"T‘nQ , que depende de m. El limite no existe.

b. € =rcosf, y=rsinb: m‘”ﬁ% = rcos?0sinb, y |rcos?fsinf| < r — 0. El limite
es 0.

c. Por y =mz da i;:’; : 1 por el eje z y —1 por el eje y. No existe.

Ve . 4 ]
d. No. Por las rectas y = mx el limite es 0, pero pory = z? vale £ = L. No existe.
2724 2

Solucion del ejercicio 3

Planteamiento. Para derivar parcialmente respecto de una variable tratamos la otra
como constante. Calculamos las derivadas de primer y segundo orden y comprobamos
que las cruzadas coinciden, como asegura el teorema de Schwarz.

. fo=32%% — 2y +ye¥y f, = 223y — 2z + ze™,

. Jfrz = 65173/2 + y2exy; fyy = 2% + mZewy; f:cy = 6m2y — 2+ e+ zye™.
. Derivando f, respecto de z: 6x%y — 2 + e™ + zye™, igual que fzy.

. Vf(1,0)=(0, —2+1)=(0,-1).
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Solucion del ejercicio 4

Planteamiento. El gradiente relne las derivadas parciales. La derivada direccional es
el producto escalar del gradiente por un vector unitario, de modo que hay que
normalizar la direccién; la méxima tasa de crecimiento es el médulo del gradiente.

a. V= (2z+ 3y, 3z); Vf(1,2) = (8,3).
b. Unitariou = (2,4): Duf=8-2+43-2 =3 =172,
c. En la del gradiente, (8,3), con rapidez ||V f|| = V73 ~ 8,54.

1
VT3

d. En las perpendiculares al gradiente: =—(—3, 8), tangentes a la curva de nivel.

Solucion del ejercicio 5

Planteamiento. El plano tangente es la aproximacion lineal de la superficie en el
punto: usa las derivadas parciales como pendientes. Con él estimamos valores
cercanos y comparamos con el valor exacto para ver el error.

a. fo=2c=2,f,=2y=42=5+2(x—1)+4(y —2).
b. z~5+2-0,1+4-(-0,1) =4,8.

c. 1,21 + 3,61 = 4,82; error 0,02,

. (.fmafya _1) = (2’47_1)-

o

Solucidn del ejercicio 6

Planteamiento. La regla de la cadena combina las derivadas parciales de z con las
derivadas de z(t) e y(t). Comprobamos el resultado sustituyendo primero y derivando
después, y evaluamos en el instante pedido.

a. 7, = 2ay, 2, = %, &' = —sint, y = cost.

b. % = 2zy(—sint) + 2% cost = —2costsin’ ¢ + cos® ¢,

c. z=cos’tsint: 2 = —2costsint - sint + cos?t cost, lo mismo.
V2 1 V2 N2 V2 V2

d'_2.T-E+T__T+T___N_O,354.

4

Solucion del ejercicio 7

Planteamiento. El gradiente de la temperatura sefiala la direcciéon en que mas
aumenta; para enfriarse lo antes posible hay que moverse en sentido opuesto. Las
direcciones perpendiculares al gradiente mantienen la temperatura constante.

a. T(3,1) = 100 — 9 — 2 = 89 °C,
b. VI' = (—2z,—4y); en (3,1): (—6,—4).
c. Enlade —VT = (6,4), alejandose del centro; la temperatura baja a v'52 ~ 7,21

°C por cm.
d. Perpendiculares al gradiente: £(2, —3)/4/13, tangentes a la elipse de nivel
z? + 2% =11,
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Solucion del ejercicio 8

Planteamiento. Evaluamos la altitud, calculamos el gradiente en la posicion del
montanero y lo interpretamos: apunta hacia la maxima subida. La derivada direccional
da la pendiente en otra direccién y el médulo del gradiente, la pendiente maxima.

a. h(100,50) = 3000 — 1 — 0,5 = 2998,5 m.
b. Vh = (—0,0002z, — 0,0004y) = (—0,02; — 0,02). La subida maxima es en la
direccién (—1,—1), hacia el suroeste, es decir hacia la cima, situada en el origen.

c. Dyh = w ~ —0,028: hacia el noreste baja unos 2,8 m por cada 100 m
recorridos.

d. ||[Vh| = 0,02v2 ~ 0,028, una pendiente del 2,8 %, de unos 1,6°: un paseo muy
cémodo.

Solucion del ejercicio 9

Planteamiento. Usamos la restriccién del volumen para eliminar una variable y
obtener la superficie en funcién de dos. Buscamos el punto critico igualando a cero las
derivadas parciales y lo clasificamos con la matriz hessiana.

a. S =xy+2zz+2yzy zyz = 32, luego z = 32

b. S:xy+6—;+%;5x=y—g—3y5y:$—y—z-
c. yr? = 64 y xy® = 64; dividiendo, = = y, y entonces > = 64: x = y = 4,
d. z = % =2dm; S =16 4+ 16 + 16 = 48 dm?2. Es minimo: la hessiana en (4,4) es

2 1
(1 2), con determinante 3 >0y S, =2 > 0.

Solucion del ejercicio 10

Planteamiento. Los puntos criticos anulan las dos derivadas parciales. Resolvemos el
sistema lineal resultante y usamos el criterio de la hessiana (determinante y signo de
B,.) para comprobar que es un maximo.

a. B,=-2rx+y+60y B, = —2y+z + 30.
b. De la primera, ¥y = 2z — 60; en la segunda: —4z + 120 + z + 30 = 0, = = 50,
y = 40.
-2 1
c.Hz(1 2):detH:3>Ome:mé\ximo.
d. B(50,40) = 2100 €, vendiendo 5000 helados pequefios y 4000 grandes.

Solucion del ejercicio 11

Planteamiento. Con el método de Lagrange planteamos VA = AVg junto con la
restriccion. Eliminando A obtenemos la relacion entre los lados, y el multiplicador
indica cuanto aumenta el area por cada metro adicional de valla.
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Maximizar A = zy con g(z,y) = 2z + y = 40.

y=2\ =M\ 2z +y=40.
y=2x,4r=40:2=10m, y =20 m, A = 200 m2, A = 10.

A=2z(40 —2z), A’ =40 — 42 = 0, z = 10. A = 10 indica que cada metro més de
valla aumentaria el drea mdxima en unos 10 m2.

anowow

Solucion del ejercicio 12

Planteamiento. Maximizamos la produccién con la restriccién presupuestaria
mediante multiplicadores de Lagrange. Dividiendo las dos primeras ecuaciones
eliminamos A y obtenemos la proporcién 6ptima entre capital y trabajo.

a. 20K + 5L = 400.

b. % =20y %L = 5. Dividiendo: & = 4, L = 4K Sustituyendo: 40K = 400,
K =10, L = 40.

c. Q = 104/400 = 200 unidades.

d. 20-10 =200 € y 5 - 40 = 200 €. Con exponentes iguales (3 y 3), la funcién Cobb-

Douglas reparte el presupuesto a partes iguales.

Solucion del ejercicio 13

Planteamiento. La diferencial total estima el cambio del volumen a partir de
pequenos errores en las medidas. Cada término es una derivada parcial multiplicada
por el error correspondiente, y compardndolos vemos qué medida influye mas.

V =907 =~ 282,7 cm3.

dV = 2nrhdr + wr?dh.

|dV]| <27-30-0,05+7-9-0,1 =37+ 0,97 = 3,97 =~ 12,25 cm3 (un 4,3 %).

El del radio aporta 37 frente a 0,97: hay que controlar mejor el radio, porque el
volumen depende de su cuadrado.

Qo oTo

Solucion del ejercicio 14

Planteamiento. La masa es la integral doble de |la densidad, y las coordenadas del
centro de masas son momentos divididos entre la masa. En un rectangulo integramos
primero en una variable y después en la otra (teorema de Fubini).

a. f02 fol(az +y)dydx = f02 (z+3)dz=2+1=3t
. f02 fol(:c2 + zy) dydz = f02 (x2 - %)dw = % +1= %; z= % ~ 1,22 m.

2 1 2 _
o fo@y+y)dyde = [{ (5 +3)de=1+3=3:7=7%

(o

@]

densa.
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Solucion del ejercicio 15

Planteamiento. Buscamos los puntos criticos resolviendo el sistema del gradiente
nulo, calculamos la hessiana y la evaluamos en cada punto. El signo del determinante
y de fz decide si es minimo, méaximo o punto de silla.

a. fzr=322-3y, f,=3y*—3z.Dey=z’yz=y> z'=2,2=002z =1 Puntos

(0,0) y (1,1).
o H= (% 73
-3 6y
c. En (0,0): det H = —9, punto de silla. En (1,1): det H =27 > 0y fz, = 6 > 0,
minimo local con f(1,1) = —1,
d. No: f(z,0) = x> toma todos los valores reales, asi que no hay extremos
absolutos.

e. El minimo absoluto en el cuadrado es —1, en (1,1).

Solucion del ejercicio 16

Planteamiento. En una regidén cerrada y acotada, los extremos absolutos estan en los
puntos criticos interiores o en el borde. Estudiamos el interior con el gradiente y el
borde reduciendo la funcién a una variable, y comparamos todos los valores.

a. fr=2¢—-2=0, f,=2y=0:(1,0), con f = —1.

b. f=4-— 2z,

c. Es decreciente: méaximo en z = —2 (punto (—2,0), f = 8) y minimo en = 2
(punto (2,0), f =0).

d. Maximo absoluto 8 en (—2,0); minimo absoluto —1 en (1,0).

e. Porque f es continua y el disco es cerrado y acotado (compacto).

Solucion del ejercicio 17

Planteamiento. Si una integral iterada no se puede calcular en un orden, dibujamos
la regién y la describimos con el otro orden. Asi aparece un factor que permite un
cambio de variable sencillo y calcular la integral.

. Es el tridngulo de vértices (0,0), (0,1) y (1,1): 0 <z <y <1,
L 0<y<ly0<z<y.

1y g2 142 1 2]t et
c. I=[, [ evdedy= [, ye dy:[ge ]0: :

2
d. I~ 0,859. El 4rea del tridngulo es 1, asi que 3+ < I < £ ~ 1,36, Correcto.

O o

Solucion del ejercicio 18

Planteamiento. El volumen bajo una superficie es una integral doble. Como la regién
es un circulo, pasamos a coordenadas polares sin olvidar el factor r del jacobiano, y
comparamos el resultado con un cono de la misma base y altura.
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V= ffw2+y2§4(4_x2 — y?) dA.

V= fozﬂ f02(4 —r2)rdrdf.
2
o [27‘2 - 74] =2m(8—4)=8r~251me

Cono: +m-4-4 = 10T ~ 16,8 m3; el paraboloide tiene 1,5 veces méas volumen.
1,287 ~ 30,2 t.

Solucidn del ejercicio 19

Planteamiento. La recta de minimos cuadrados minimiza la suma de los cuadrados
de los errores. Derivamos respecto de los dos coeficientes, resolvemos el sistema
lineal resultante y comprobamos con la hessiana que es un minimo.

a.
b.

S=02-a—b2%+(3—-2a—0b)2+(5—3a—0b)?%
Se=-2[(2—a—-b)+2(83—-2a—b)+3(56—3a—0b)]=0y
Sp=-2[(2—a—-b)+(83—2a—0b)+(5—3a—0b)] =0, es decir 14a + 6b =23 y
6a + 3b = 10.

Restando el doble de la segunda: 2a = 3, a = 3; b= 142 = 1 Recta
y = 1,5z 4+ 0,33.

28 12
H = <12 6)' det H=24 >0y S, > 0: minimo.

y(5) = 7,5+ 0,33 ~ 7,83 cm. Con solo tres datos, la extrapolacién es poco fiable.

Solucion del ejercicio 20

Planteamiento. Calculamos las derivadas parciales en el origen con la definicién de
derivada y estudiamos la continuidad por un camino concreto. Para las funciones
armoénicas calculamos las segundas derivadas y comprobamos que su suma es nula.

a.
b.
C.

f(h,0) =0, luego f(0,0) = lim &% = 0; igualmente f,(0,0) = 0.
Pory ==z, f(z,z) = % -» 0,
Existir las parciales no basta para ser diferenciable, ni siquiera continua. Hace

falta, por ejemplo, que las parciales sean continuas.

.2—2=0;ye"siny—e*siny = 0.

maths-pdf.com 6/6



