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Ejercicios - Aplicaciones lineales

Curso: Universidad 1 - 20

Se debe mostrar el desarrollo de cada ejercicio.

Ejercicio 1 - ¢Es lineal la aplicacion?

Una aplicacién f: V — W es lineal si f(Au + pv) = Af(u) + pf(v) para todos los
vectores y escalares. Estudia cada caso.

Q

. f(xay) = (2:B+y, $—3y)
b. 9(z,y) = (z+1, y)

c. h(z,y) = (zy, )

d. D: Py — P, D(p) Zpl

Ejercicio 2 - Matriz asociada
Sea f: R® = R?, f(z,y,2) = (z + 2y, y — 2).

Calcula f(e1), f(e2) y f(es).

Escribe la matriz A de f en las bases canénicas.
Calcula f(1,1,1) y f(2,—1,3) multiplicando por A.
{Qué dimensiones tiene A y por qué?

QnUoDw

Ejercicio 3 - Nucleo e imagen

Sea f : R? — R3 con matriz

Q

. Calcula el rango de A.

b. Halla una base del ntcleo ker f = {v: Av = 0}.

c. Halla una base de la imagen Im f y sus ecuaciones implicitas.

d. Comprueba el teorema de la dimensién dimker f + dimIm f = 3.

Ejercicio 4

Ejercicio 4 - Inyectiva, sobreyectiva, biyectiva

Recuerda: f es inyectiva si y solo si ker f = {0}, y sobreyectiva si Im f es todo el
espacio de llegada.
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a. f:R2 = R3 f(z,9) = (z, 9, = +v).

b. g:R® = R? g(z,y,2) = (z + 2 y).

c. h:R? = R? h(z,y) = (= + 2y, 3z + 6y).

d. {Puede existir una aplicacién lineal inyectiva de R3 en R?? justifica.

Ejercicio 5 - Composicion de aplicaciones
Sean f(z,y) = (z +y, 2y) y 9(z,y) = (=,  — y) endomorfismos de R2,

Escribe sus matrices F'y G.

Calcula g o f directamente y con el producto GF.
Calcula la matriz de f o g. éCoincide con la de go f?
(Es f invertible? Calcula f!.

anoco

Ejercicio 6
Ejercicio 6 - Matriz en otra base

1

1 3> en la base candnica y sea

Sea f el endomorfismo de R? con matriz A = (
B = {(1’ 1)a (17 _1)}-

. Calcula f(1,1) y f(1,—1) y exprésalos en la base B.
b. Escribe la matriz Ap de f en la base B.

1 1
. Comprueba que Agp = P AP con P = < )

Q

0

1 -1
. Describe geométricamente la accion de f.

o

Ejercicio 7

Ejercicio 7 - Transformaciones en un programa de diseno

Un programa de disefio grafico creado en Barcelona aplica a los dibujos
transformaciones lineales del plano: el giro de 90° R, el estiramiento horizontal S
(duplica la ) y la reflexion T' respecto del eje x.

a. Escribe las matricesde R, Sy T.

b. El usuario gira y después estira. Escribe la matriz de la composicién y halla la
imagen del cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1),(0,1).

c. ¢Da lo mismo estirar y después girar? Justifica.

d. Calcula el 4rea de la imagen del cuadrado con el determinante.

Ejercicio 8

Ejercicio 8 - La sombra de un poste

maths-pdf.com 2/6



= maths-pdf.com Ejercicios - Aplicaciones lineales

T

-, -

En un patio de un colegio de Almeria se modela la sombra de objetos sobre una recta
v-u

del suelo. La proyeccién ortogonal sobre la recta y = x es p(v) = uconu=(1,1).

.

a. Calcula la matriz P de p.

. Calcula p(4,2) y p(1,-1).

c. Halla el ndcleo y la imagen de p.

d. Comprueba que P% = Py explica su significado.

(op

Ejercicio 9
Ejercicio 9 - Valor nutritivo de una receta

Una escuela de cocina de San Sebastian calcula la proteina y la grasa de sus recetas
mediante una aplicacién lineal f: R3 — R? que lleva los gramos de pollo, legumbres y
aceite de oliva a los gramos de proteina y de grasa. La tabla da los gramos de cada
nutriente por cada 100 g de ingrediente (valores redondeados).

Por 100 g | Pollo | Legumbres | Aceite de oliva
Proteina (g) | 25 10 5
Grasa (9) 2 20 80

a. Escribe la matriz de f (con las cantidades en gramos).

b. Calcula los nutrientes de una receta con 200 g de pollo, 150 g de legumbres y
100 g de aceite.

c. Calcula el rango de la matriz y la dimensién del nicleo.

d. {Qué significa que el nlcleo no sea nulo? (Tiene sentido practico?

Ejercicio 10

Ejercicio 10 - Letras en cursiva

Un programa de tipografia de una imprenta de Valladolid convierte las letras normales
en cursiva con la cizalla ¢(z,y) = (x + %y, y).

a. Escribe la matriz de c y calcula su determinante.

b. Calcula la imagen del rectdngulo de vértices (0,0), (2,0),(2,4), (0,4) que contiene
una letra.

c. {Cambia el drea de la letra? {Y su altura?

d. Halla la matriz de la transformacidn inversa, que devuelve la letra a su forma
normal.

Ejercicio 11

Ejercicio 11 - Posicion y velocidad de un ascensor

La altura de un ascensor de un edificio de Benidorm durante una prueba es
p(t) = 2+ 3t + t* — $t* (metros, segundos). La derivacién D : P3 — P convierte
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posicion en velocidad.

a. Escribe la matriz de D respecto de las bases {1,t,t%,t3} y {1,¢,2}.
b. Calcula la velocidad v = D(p) usando la matriz.

c. Halla el nlcleo y la imagen de D. Interpreta el nicleo.

d. ¢Es D inyectiva? ¢Es sobreyectiva?

Ejercicio 12 - La rotacidon de la Tierra
En un modelo de un planetario de Valencia, la Tierra gira alrededor del eje z. El giro de
q

angulo @ es la aplicacidn lineal de matriz

Calcula det Ry.

Comprueba que Rg’Rg = I y deduce que conserva las longitudes.
En 6 horas la Tierra gira 90°. iDénde estard el punto (1,0,1)?
¢Qué vectores quedan fijos? Relaciénalo con el ntcleo de Rg — 1.

anoco

Ejercicio 13 - Un filtro de suavizado

Una aplicacién de fotografia suaviza una fila de 3 pixeles con brillos (a, b, ¢)
atb atbt+c btc

sustituyendo cada uno por la media con sus vecinos: f(a,b,c) = ( 7y 3y )
a. Escribe la matriz del filtro.
b. Aplica el filtro a (3,9, 6).
c. Calcula el determinante. {Se puede deshacer el filtro?
d. Encuentra la fila original que, filtrada, da (4,5, 6).

Ejercicio 14

Ejercicio 14 - El brazo de un robot

El brazo de un robot de un almacén logistico de Zaragoza mueve paquetes del plano.

Primero gira 90° alrededor del origen y después se desplaza 2 unidades a la derecha:

0 -1
m(v) = Rv+bcon R = (1 O)yb:(2,0).

a. Calcula m(1,0), m(0,1) y m(0,0).
b. ¢éEs m una aplicacién lineal? Justifica.

c. Comprueba que, anadiendo una tercera coordenada igual a 1, m se escribe como

el producto por la matriz 3 x 3
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d. ¢Qué punto queda fijo por m?

Ejercicio 15 - Problema: una aplicacion definida por imagenes

Una aplicacién lineal queda determinada por las imagenes de una base. Sea
f:R®— R? con £(1,0,0) = (1,1), £(1,1,0) = (2,0) y £(1,1,1) = (0,1).

Justifica que {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} es base de R?.

Calcula f(e2) y f(es) usando la linealidad.

Escribe la matriz de f y la expresién f(z,y, 2).

Halla el nlcleo y la imagen de f.

Calcula todos los vectores v con f(v) = (1,1) y describe ese conjunto
geométricamente.

®anoD o

Ejercicio 16

Ejercicio 16 - Problema: un endomorfismo con parametro
A

Sea f. el endomorfismo de R? de matriz

Calcula det A,.

iPara qué valores de a es f, un isomorfismo?

Para el valor en que no lo es, halla bases del nldcleo y de la imagen.
Para a = 1, calcula f; '(1,1,2).

A

Ejercicio 17

Ejercicio 17 - Problema: proyeccion y simetria respecto de un plano

Sea Il el plano  +y + z = 0 de R3, con vector normal n = (1,1,1). La proyeccién
v-n

ortogonal sobre Il es p(v) = v — mn y la simetria respecto de Il es

v.n
—_= —_ 2

n.

Escribe la matriz P de p.

Halla ker p e Im p sin célculos, razonando geométricamente.
Escribe la matriz S de s y comprueba que S = 2P — I,
Calcula p(3,0,0) y 5(3,0,0).

Comprueba que P? = Py S% = I y explica su significado.

manoTo

Ejercicio 18

Ejercicio 18 - Problema: evaluar polinomios
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I T
o A 4

Sea f: P2 — R?, f(p) = (p(0), p(1)). Este tipo de aplicacién se usa en ingenierfa para
controlar el valor de una curva en ciertos puntos.

a. Demuestra que f es lineal.

b. Escribe su matriz respecto de {1, z, a32} y la base canénica.

c. Halla el ntcleo y comprueba que estd formado por los multiplos de z(z — 1).
d. ¢Es sobreyectiva? Encuentra todos los p con p(0) =2y p(1) = 5.

Ejercicio 19

Ejercicio 19 - Problema: pasar una foto a blanco y negro

Una aplicacién de fotografia convierte un color (R, G, B) en un nivel de gris con
9(R,G, B) = 0,299R + 0,587G + 0,114 B, porque el ojo es mas sensible al verde.

Explica por qué g : R?® — R es lineal y escribe su matriz.

Calcula el gris del naranja (255,128,0) y del azul (0,0, 255).

¢{Qué dimensidn tiene el nlcleo? Da una base.

Encuentra un color distinto del naranja con el mismo gris, explica por qué la
conversidn no se puede deshacer y comenta una consecuencia para las personas
dalténicas.

Ejercicio 20

Ejercicio 20 - Desafio: propiedades generales

anvouo

Demuestra los siguientes resultados sobre una aplicacién lineal f : V — W entre
espacios de dimensidn finita.

a. ker f es un subespacio de V.

b. f es inyectiva siy solo si ker f = {0}.

c. SidimV = dim W, entonces f es inyectiva si y solo si es sobreyectiva.

d. Encuentra un endomorfismo f # 0 de R% con fo f = 0y comprueba que
Im f C ker f.
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