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Soluciones - Aplicaciones lineales

Curso: Universidad 1

Solucion del ejercicio 1

Planteamiento. Una aplicacién es lineal si conserva sumas y productos por escalares.
Las expresiones con combinaciones lineales sin término independiente lo son; para
descartar una aplicacién basta ver que no lleva el 0 al 0 o encontrar un contraejemplo
numeérico.

a. Si: cada componente es una combinacién lineal de = e y sin término
independiente. Por ejemplo, f(Au + pv) tiene primera componente
2()\'&1 + uvl) + ()\'LL2 + ;wg) = )\(2'LL1 + UQ) + ,u,(2v1 + 112).

b. No: g(0,0) = (1,0) # (0,0), y toda aplicacién lineal lleva el 0 al 0. Es una
traslacion.

c. No: h(2,2) = (4,2) pero 2h(1,1) = (2,2); el producto zy no es lineal.

d. Si: (Ap + 1q)" = Ap’ + uq’ por las reglas de derivacioén.

Solucion del ejercicio 2

Planteamiento. La matriz asociada se construye colocando en columnas las
imagenes de los vectores de la base de partida. Después, la imagen de cualquier
vector se obtiene multiplicando la matriz por sus coordenadas.

a. f(el) = (LO)' f(e2) = (27 1)' f(e?r) = (Oa _1) 1 9 0
b. Las imagenes de la base van en columnas: A = <0 1 _1>.
c. A(1,1,1)T =(3,0) y A(2,-1,3)T = (0, —4).

d. 2 x 3: tantas filas como la dimensiéon del espacio de llegada y tantas columnas
como la del de partida.

Soluciodn del ejercicio 3

Planteamiento. El rango de la matriz es la dimensién de la imagen. El nlcleo se
obtiene resolviendo el sistema homogéneo Av = 0, y la imagen estad generada por las
columnas con pivote; el teorema de la dimensién sirve de comprobacion.

a. La fila 3 es la suma de las dos primeras y la 2 no es proporcional a la 1: rango 2.
b.z+2y=0y2x+4y+2=0danz=0, z = —2y: ker f = ((—2,1,0)).
c. La imagen esta generada por las columnas; la segunda es el doble de la primera.

Base: {(1,2,3),(0,1,1)}. Ecuacién: .

d. 1+2=3.
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Solucion del ejercicio 4

Planteamiento. Una aplicacién lineal es inyectiva si su nucleo es nulo y sobreyectiva
si su rango coincide con la dimensién del espacio de llegada. El teorema de la
dimensién permite descartar algunos casos sin hacer célculos.

a. ker f = {0} (si z = y = 0); inyectiva. Rango 2 < 3: no sobreyectiva.

b. Rango 2 = dimensién de llegada: sobreyectiva. ker g = ((1,0,—1)) # {0}: no
inyectiva.

c. La segunda fila es el triple de la primera: rango 1. Ni inyectiva (ker h = ((—2,1)))
ni sobreyectiva.

d. No:dimkerf=3 —rgf>3—-2=1.

Solucion del ejercicio 5

Planteamiento. La matriz de una composicion es el producto de matrices en el orden
inverso al de aplicacién: primero actda f, asi que la matrizde go f es GF. La inversa
existe si el determinante no se anula.

(e )

a
1 1 .
b. 9(f(z,v)) = g9(z +y,2y) = (x +y, = —y); GF = 1 _1), que da lo mismo.
c. FG = @ :;) distinta: fog# go f.
1 -1
d. det F=2%#0:si. F ! = (o ;), es decir f!(z,y) = (z - §, §).
2

Solucidn del ejercicio 6

Planteamiento. Calculamos las imagenes de los vectores de la nueva base y las
expresamos en esa base: sus coordenadas forman las columnas de la matriz nueva. La
formula Ap = P ' AP debe dar el mismo resultado.

a. f(1,1) =(4,4) =4(1,1) y f(1,-1) = (2,-2) = 2(1,-1).
b. Ap = 40
o 2
1 1 4 0
Pl=2 P1AP =
e =3y L)vrar=(g )
d. Estira por 4 en la direccibn dey =x y por2 enladey = —z.

Solucion del ejercicio 7

Planteamiento. Escribimos la matriz de cada transformacién con las imagenes de e
y e2. Componer es multiplicar en el orden inverso, aplicamos la matriz a cada vértice y
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usamos el determinante para saber cdmo cambia el area.

0 -1 2 0 10
'R_(l 0)'S_<0 1>'T_<0 —1)'
0 —2

b. Primero Ry luego S: SR =

Q

. Vértices imagen:

1 0
(0,0), (0,1), (—2,1), (—2,0).
c. RS = 5 _0 # SR: no, el orden importa.
d. |det(SR)| = |det Sdet R| =2 -1 = 2: el 4rea se duplica.

Solucion del ejercicio 8

Planteamiento. Calculamos la matriz de la proyeccién con la férmula aplicada a los
vectores de la base candnica. El nlcleo es la direccién que se pierde y la imagen la
recta sobre la que se proyecta; proyectar dos veces no cambia nada.

a. pler) = 3(1,1), p(e2) = 5(1,1): P = 3 (1 1).

2\1 1
p(4,2) = (3,3) y p(1,-1) = (0,0).
kerp = ((1,—1)) (la recta perpendicular) e Imp = ((1,1)).
P? = Pp: proyectar dos veces es lo mismo que proyectar una, porque lo
proyectado ya esta sobre la recta.

ano

Solucion del ejercicio 9

Planteamiento. La aplicacion lleva cantidades de ingredientes a cantidades de
nutrientes, y su matriz se lee directamente en la tabla. Multiplicamos por el vector de
la receta y usamos el teorema de la dimensién para estudiar el ndcleo.

; (25 10 5 ) ,
a. A= 0 9 920 80 (proteina y grasa, columnas: pollo, legumbres, aceite).

A(200,150,100)” = (70, 114) g de proteina y de grasa.

Rango 2, luego dimker f =3 —2 =1,

Hay combinaciones de cantidades que dan proteina y grasa nulas, pero exigen
cantidades negativas de algun ingrediente: matematicamente existen, en la
cocina no.

Q0o

Solucion del ejercicio 10

Planteamiento. Escribimos la matriz de la cizalla y aplicamos la transformacién a
cada vértice. El determinante indica cobmo cambian las areas, y la inversa de la matriz
describe la transformacién que deshace la cursiva.

1 i
a.C:( 4>,detC:1.
0 1
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b. (0,0), (2,0), (3,4), (1,4): un paralelogramo inclinado.
c. El 4rea se multiplica por | det C| = 1: no cambia (8 unidades). La altura tampoco,
porgue ¥ no se modifica.

d. (J—1=<1 ﬁ).
0 1

Solucion del ejercicio 11

.
N
.
.
.

Planteamiento. La derivacién es lineal. Su matriz tiene en columnas las coordenadas
de las derivadas de 1,t,t2,¢3. Multiplicando por las coordenadas del polinomio
obtenemos la velocidad, y el nucleo esta formado por las funciones constantes.

b. Coordenadas de p: (2,3,1,—%); D da (3,2, 1), es decir v(t) = 3 + 2t — t*.

c. ker D son los polinomios constantes (dimensién 1): posiciones que no cambian
dan velocidad nula. Im D = Ps.

d. No es inyectiva (dos posiciones que difieren en una constante tienen la misma
velocidad); si es sobreyectiva.

L]

N
]
]
]

Solucion del ejercicio 12

Planteamiento. Comprobamos que la matriz de giro es ortogonal, lo que garantiza
gue conserva longitudes y dngulos, y que su determinante vale 1. Los vectores fijos
son el nucleo de Ry — I, que coincide con el eje de giro.

a. cos?20 +sin?0 =1,

b. El producto da la identidad porque las columnas son ortonormales. Entonces
| Rov|> = v RY Ryv = ||v]?.

c. Ry/2(1,0,1) = (0,1,1).

d. Para 6 # 0, los del eje z: ker(Ry — I) = ((0,0,1)).

Solucion del ejercicio 13

L]

N
[}
L]
]

Planteamiento. Escribimos la matriz del filtro con los coeficientes de cada media y la
aplicamos a la fila de pixeles. Un determinante no nulo indica que el filtro se puede
deshacer resolviendo un sistema lineal.

7 7 2
C. de = — 7é 0: es invertible y se puede deshacer.
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d. Resolviendo F(a,b,c)T = (4,5,6): (a,b,c) = (3, 5, 7).

Solucion del ejercicio 14

Planteamiento. Calculamos las imagenes de algunos puntos y comprobamos si se
conserva el origen. Una traslacién no es lineal, pero se puede escribir como producto
por una matriz 3 X 3 usando coordenadas homogéneas.

. m(1,0) = (2,1), m(0,1) = (1,0), m(0,0) = (2,0).
b. No: m(0,0) # (0,0). Es una aplicacién afin (lineal mas traslacién).

Q

C. , que coincide con m. Son las coordenadas

homogéneas que usan los robots y los graficos 3D.
(~y+2,2)=(z,y):z=yy —x+ 2=z, luego el punto (1,1).

o

Solucion del ejercicio 15

Planteamiento. Como los vectores dados forman una base, la linealidad permite
calcular las imagenes de la base candnica por diferencias. Con ellas escribimos la
matriz y estudiamos nucleo, imagen y el conjunto de soluciones de f(v) = w.

a. Su matriz es triangular con unos en la diagonal: determinante 1.

b. f(€2) = f(la 1)0) - f(laoa 0) = (1a _1) Yy f(63) = f(la 1, 1) - f(la 1)0) = (_2’ 1)
1 1 =2

c. A= L1 1) flz,y,2) = (x+y—22, z—y+2).

d. Rango 2: Im f = R? y dimker f = 1. Resolviendo, ker f = {

e. Una solucién particular es (1,0,0); todas son (1,0,0) + A(1

paralela al nucleo.

(1,3,2)).
,3,2): una recta

Solucion del ejercicio 16

Planteamiento. Un endomorfismo es isomorfismo si su determinante no se anula.
Calculamos el determinante en funcién del parametro y, en el valor que lo anula,
hallamos bases del nlcleo y de la imagen; en otro valor resolvemos un sistema.

a. Desarrollando por la primera columna: 1- (1 —0) +1- (a? — 1) = a?.

b. Es isomorfismo si y solo si det # 0, es decir a # 0.
\
c.a=0: . ker fO = <(_]—,O7 1)>, Ime = <(1v07 1)a (0, 1a0)>r el plano

T =2z
d. Resolviendo A1v = (1,1,2): v = (0, -1, 2).
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Solucion del ejercicio 17

™
b

L]

N

]

]

[

~

Planteamiento. Construimos las matrices a partir de la férmula vectorial con nn” . La
geometria nos dice sin célculos cudl es el nucleo y cudl la imagen, y las relaciones
P? = Py 8% = I confirman el resultado.

b. Se anula sobre la recta normal: kerp = ((1,1,1)); la imagen es el plano II.

C.
d. p(3,0,0) = (2,-1,-1) y s(3,0,0) = (1, -2, —2).
e. Proyectar dos veces equivale a proyectar una vez; reflejar dos veces devuelve el

punto original.

L]
N
]
]
]

Solucion del ejercicio 18

Planteamiento. Comprobamos la linealidad con la definicion, escribimos la matriz
evaluando los polinomios de la base y resolvemos el sistema homogéneo para el
nicleo. La solucién general de f(p) = w es una particular més el nucleo.

a. (Ap + 1q)(0) = Ap(0) + 1q(0), y lo mismo en 1.
0 0
b. (1) = (1,1), £(@) = (0,1), f(a) = (0,1): 4 = (1 L)
c. p(0)=a=0yp(l)=a+b+c=0:p=bxr —bz?=—bx(x—1). dimker f =1,
d. Rango 2:si.p =2+ 3z + Az(x — 1) con A € R,

Solucion del ejercicio 19

"
N
]
]
]

Planteamiento. La conversién a gris es una aplicacion lineal de rango 1, asi que su
ndcleo tiene dimensién 2. Calculamos grises concretos y construimos colores distintos
con el mismo gris sumando un vector del nucleo.

Es una combinacién lineal de las componentes; matriz 1 x 3: (0,299 0,587 0,114).
Naranja: 0,299 - 255 4 0,587 - 128 = 151,381, Azul: 0,114 - 255 = 29,070.

Rango 1: dimker g = 2. Base: {(587,—299,0), (114,0,—299)}.

Sumando al naranja un vector del nucleo, por ejemplo

—%(587, —299,0) ~ (—29,35; 14,95; 0), se obtiene (225,65; 142,95; 0), otro
naranja con el mismo gris. Como g no es inyectiva, distintos colores tienen el
mismo gris y no se puede recuperar el color. Por eso los graficos accesibles no
deben distinguir datos solo por el color.

QnUoDw
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Solucion del ejercicio 20

Planteamiento. Demostramos cada propiedad con la definicién de aplicacién lineal y
el teorema de la dimensién. Para el ejemplo final buscamos una matriz no nula cuyo
cuadrado sea cero y comparamos su nucleo con su imagen.

a.
b.

£(0) = 0; si f(u) = £(v) = 0, f(hu + pv) = Af(u) + uf(v) = 0,

Siker f = {0} y f(u) = f(v), entonces f(u —v) = 0y u = v. Reciprocamente, si f
es inyectiva y f(v) = 0= f(0), v =0.

Teorema de la dimensién: dimker f =0 <= dimIm f =dimV = dim W.

N= (0 1);N2:o,1mf:kerf:<(1,0)>.

0 0
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