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Apuntes - Geometria analitica: la recta

(Matematicas B)

Curso: 4 Eso

En este tema aprenderas: vectores en el plano, ecuaciones de la recta, posicién relativa de
dos rectas, distancia de un punto a una recta y aplicaciones. Cada idea va en un cuadro de

color, con ejemplos resueltos paso a paso.

Actividad de introduccion: é¢donde estamos?

Las aplicaciones de mapas del mdvil sitlan cada lugar con dos ndmeros, su longitud y
su latitud, y calculan distancias, rutas y puntos medios con operaciones muy
parecidas a las que se estudian en este tema. Imagina un plano de tu barrio con
cuadriculas: el colegio en (2,3) y la biblioteca en (8,11). ¢A qué distancia estan?
¢Donde estd el punto medio, para quedar con un amigo a medio camino? ¢éCémo se
escribe la recta que une los dos edificios? ¢Qué distancia hay desde tu casa hasta una
avenida recta? La geometria analitica responde a todo esto usando coordenadas,
vectores y ecuaciones, y convierte problemas de dibujo en problemas de calculo.

Vectores en el plano

Definicion: vector fijo

(L
Un vector fijo tiene origen A(x1,¥1) y extremo B(z2,y2); sus componentes son

- — — _

. Sumodulo (longitud) esI ,

que es también la distancia entre A y B. Los vectores se suman componente a
componente y se multiplican por un nimero multiplicando ambas componentes.

Para A(1,2) y B(4,6): y

Definicion: punto medio

1 +x2 Y1+Y2
2 ’ 2

El punto medio del segmento AB es M ( ) Aqui M = (2,5; 4).
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Ecuaciones de la recta

Definicion: vector director

Una recta queda determinada por un punto P(xg,¥o) y un vector director
v = (v1,v2) (paralelo a la recta). Sus ecuaciones son:

e Paramétricas: t = zo +tvy, y=yo+tvy, cont € R,
T — T Y—Y

e Continua: o = -

* Punto-pendiente: y — yo = m(z — z9), conm = Z_j

e Explicita: y = mz +n.

» General: Az + By + C = 0; entonces m = —% y un vector director es (B, —A).

Recta que pasa por P(1,1) con v = (2, 3): paramétricas ¢ = 1 + 2t, y = 1 + 3¢;
z—1 ]

continua 5 %1; quitando denominadores, 3(z — 1) = 2(y — 1), es decir,

3z —2y—1=0.

E_~
Recta por A(—1,2) y B(3,4): LT = % = % Punto-pendiente:

y—2= %(m + 1). Explicita: y = & + % General: ¢ —2y+5=0.

Propiedad

Para pasar de general a explicita se despejay: 2z +3y—6=0=y = —%x + 2.
Los cortes con los ejes salen haciendo z = 0 (eje Y) o y = 0 (eje X): (0,2) y (3,0).

Un punto pertenece a una recta si sus coordenadas cumplen la ecuacién: P(2,—1) estd en
3z +2y—4=0porque6 —2—-4=0,
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Como se hace: hallar la ecuacidon de la recta que pasa por dos puntos

1.
2.
3.
4.

Calcula el vector director v = B — A,

Obtén la pendiente m = Z—f (si vy #0).

Escribe la ecuacién punto-pendiente ¥y — y4 = m(x — x4).

Pasa a la forma general Az + By + C = 0 y comprueba con el otro punto.

Posicion relativa de dos rectas

Propiedad: posicion relativa de dos rectas

 Paralelas: misma pendiente (m = m') y distinta ordenada. Con ecuaciones
generales, % =L+ %
¢ Coincidentes: misma pendiente y misma ordenada.

e Secantes: pendientes distintas; se cortan en un punto, que se halla resolviendo
el sistema.
1

e Perpendiculares: m-m’' = —1,0seam’ = ——.

Ejemplo 4

2¢ —y+1=0y4z — 2y+5=0 tienen m = 2 las dos, y ordenadas 1y &
son paralelas.

3 (2,3)

2
1

—1y123456

Distancia de un punto a una recta

Propiedad

La distancia del punto P(zo,y0) alarectar: Az + By+C =0es
A B C
d(P,r) = 1A%+ By + €|
VA? + B?
Por ejemplo, la distancia de P(1,2) a3z +4y—5=0es w =32=12,
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Ejemplo 5: distancia a una recta

Calcula la distancia del punto P(2,1) a la recta 3z — 4y + 5 = 0.

4= [32=aies|

o £ = 1,4 unidades.
\/ 34+ (—4

Aplicaciones

Propiedad

La geometria analitica permite estudiar figuras con algebra. Tres puntos estan
alineados si las pendientes de AB y BC coinciden. Para completar un
paralelogramo ABCD se usa D = A+ C — B. Un tridngulo de vértices A(0,0),

B(4,0) y C(0,3) tiene lados 4, 3y v16 +9 = 5, perimetro 12 y area % = 6.
5
4
ic
2
1
A B
T I 2 3 q 5 [}
-1

Ejemplo 6: punto medio y distancia

Dados A(—1,2) y B(5,10), halla el punto medio y la distancia entre ellos.

—_— = —
Punto medio: M = (=52, 218) = (2,6). Distancia:

iAtencion! Errores frecuentes

e Restar en distinto orden en las dos componentes del vector.

e Confundir el signo de m al pasar de la forma general a la explicita: m = —

e Olvidar la raiz cuadrada en la distancia entre puntos.

* Decir que dos rectas son perpendiculares porque tienen pendientes opuestas (2
y —2); deben ser opuestas e inversas (2 y — ; ).

o[BS

Rectas notables y construcciones

Definicion: mediatriz de un segmento

La mediatriz de un segmento AB es el conjunto de puntos del plano que estéan a la
misma distancia de A y de B. Es la recta perpendicular al segmento que pasa por su
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punto medio. Se obtiene imponiendo d(P, A) = d(P, B) con P(z,y) y simplificando:
los términos cuadraticos se cancelan y queda una ecuacion lineal.

Halla la mediatriz del segmento de extremos A(0,0) y B(4,2).

Imponemos z2 + y? = (z — 4)% + (y — 2)2. Desarrollando: 0 = —8z + 16 — 4y + 4, es

decir 8¢ + 4y —20 =0, 0 2z + y — 5 = 0. Comprobacién: el punto medio (2,1) cumple
L W

4+1—-5=0y el vector normal (2,1) es paralelo a

Regla: rectas paralelas y perpendiculares

e Dos rectas son paralelas si sus pendientes son iguales (m; = m2) o sus
vectores directores son proporcionales.

» Son perpendiculares si m; - my = —1, o si el producto escalar de sus vectores
directores es cero.

 Para obtener la paralela a Az + By + C = 0 por un punto, se conservan Ay By
se calcula C con las coordenadas del punto.

e Para la perpendicular, se intercambian los coeficientes y se cambia un signo:
Bx — Ay+ D = 0.

Ejemplo 6

Halla la recta perpendicular a y = 2z + 1 por el punto (4, 3).

1 1 1
La pendiente buscada es 5 Entoncesy — 3 = —E(a: —4), es deciry = —5 +35,0

x + 2y — 10 = 0. Comprobacién: 4+ 6 — 10 = 0.

iAtencion! Errores habituales

( L
e E| vector se calcula restando final menos inicial: B — A.

e En la férmula de la distancia punto-recta, el valor absoluto del numerador evita
distancias negativas, y la ecuacién debe estar en forma general.

e Una recta vertical no tiene pendiente: se escribe T = a.

e La distancia entre dos puntos es una raiz: no olvides el cuadrado de cada

diferencia.
e Al comprobar que un punto pertenece a una recta, sustituye las dos

coordenadas.

Elegir la forma de la ecuacion
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La forma explicita y = mx + n es la mejor para ver la pendiente y representar. La
general Az + By + C = 0 sirve para calcular distancias y estudiar posiciones
relativas. La vectorial y las paramétricas son Utiles para describir movimientos,
como un dron o un barco, y la continua aparece cuando se conoce un punto y un
vector director. Saber pasar de una a otra permite escoger siempre la mas cémoda, y
practicar los cambios de forma con distintos ejemplos es la mejor manera de ganar
seguridad.

Problemas de geometria con coordenadas

Método: resolver un problema geométrico con coordenadas

1. Coloca los datos en unos ejes y anota las coordenadas de todos los puntos.

2. Decide qué hay que calcular: una distancia, un punto medio, una recta o un
punto de corte.

3. Escribe las ecuaciones necesarias: de la recta que une dos puntos, de la

perpendicular o de la mediatriz.

Resuelve el sistema o aplica la férmula correspondiente.

Comprueba el resultado con un dibujo aproximado y con una segunda via de

célculo, por ejemplo calculando el mismo area de dos maneras.

Gl o=

Calcula el drea del triangulo de vértices A(0,0), B(6,0) y C(2,4) y la longitud
de la altura desde C.

La base AB esta sobre el eje X y mide 6. La distancia de C a la recta y = 0 es 4, que

6 -4
es la altura. El drea es — = 12, Comprobacién con otro lado: AC = v/4 + 16 = v 20,

12
la recta AC es 2z — y = 0 y la distancia de B a ella es —; el 4rea es

V5
v20-12/v5  2¢/5-12
2 V5

= 12. Coincide.

Ejemplo 8

Un pozo esta en P(2,5) y una tuberia recta pasa por A(0,1) y B(4,3). éA qué
distancia esta el pozo de la tuberia?
3—1 1

1
1.0 5 recta y 5 xz + 1, es decirx Y+ Distancia

2-10420 6 oo
= ~ Z, unidades.
Vit+a 5
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La geometria analitica nacié en el siglo XVII con las ideas de René Descartes y Pierre
de Fermat, que unieron el algebra y la geometria. Gracias a ellos, una recta puede
escribirse como una ecuacién y un problema geométrico puede resolverse con
célculos. Hoy se usa en el GPS, en los videojuegos, en los robots de almacén y en los
programas de disefio que dibujan piezas en tres dimensiones.

Comprobar resultados con coordenadas

Método: verificar que un punto esta en una recta

1. Escribe la recta en forma general Az + By + C' = 0 o en forma explicita.

2. Sustituye las coordenadas del punto en la ecuacion.

3. Si la igualdad se cumple, el punto pertenece a la recta; si no, el resultado indica
a qué lado esta.

4. Haz esta comprobacién siempre que calcules un punto de corte: debe cumplir las
ecuaciones de las dos rectas.

Ejemplo 9

Comprueba que el triangulo de vértices A(0,0), B(4,0) y C(4,3) es rectangulo
y calcula su area.

L _B & __ 5
Calculamos los vectores de los lados: y . El primero es

horizontal y el segundo vertical, asi que forman un angulo recto en B. Las longitudes
son AB=4,BC =3y AC =+16+9 =5, y se cumple el teorema de Pitadgoras:

4-3
4% + 32 = 52, Como los catetos miden 4 y 3, el érea es = 6 unidades cuadradas.

Observacion: vector director y vector normal

En la recta Az + By + C = 0, el vector (4, B) es perpendicular a la recta (vector
normal) y el vector (—B, A) tiene su misma direccién (vector director). Por eso dos
rectas son perpendiculares cuando el vector normal de una es director de la otra.

El consejo de Otto

Si el enunciado te da dos puntos, calcula primero el vector entre ellos: de él salen la
pendiente, la direccion y todas las ecuaciones.
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