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Apuntes - Teorema de Pitagoras

Curso: 2 Eso

El teorema de Pitdgoras relaciona los lados de un tridngulo rectangulo y permite calcular
distancias que no se pueden medir directamente.

Actividad de introduccion: el marco de la ventana

Nuria quiere comprobar si el marco de una ventana, de 90 cm de ancho y 120 cm de
alto, estd bien escuadrado, es decir, si sus esquinas son angulos rectos. Mide las
diagonales: si miden 150 cm, el marco es perfecto, porque

902 + 120% = 8100 + 14400 = 22500 = 150°. Ese es el teorema de Pitdgoras en
accion. Los albaiiles, los carpinteros y los agrimensores llevan miles de afos usando
relaciones como 3-4-5 para trazar angulos rectos con una cuerda. En este tema
aprenderds a usar el teorema para calcular longitudes, a comprobar si un tridngulo es
rectdngulo y a resolver problemas con escaleras, diagonales y distancias.

hipotenusa a =

cateto c:

catetob =4

Tridngulos rectangulos

Definicion: catetos e hipotenusa

Un tridngulo rectangulo tiene un angulo de 90°. Los lados que lo forman son los
catetos; el lado opuesto, el mayor, es la hipotenusa.

El teorema de Pitagoras

Teorema de Pitagoras

En un triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos: a® = b% + ¢2, siendo a la hipotenusa.

Los catetos de un tridngulo rectangulo miden 6 y 8 cm. Calcula la
hipotenusa.

a’> =36+64 =100, a =10 cm.
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Como calcular un lado desconocido

Método: aplicar el teorema

Dibuja el tridngulo e identifica la hipotenusa.
Escribe a? = b? + c2.

Sustituye y despeja. Si falta un cateto, c? =a’®— b,
Calcula la raiz cuadrada.

o= 2 S L

La hipotenusa mide 13 cm y un cateto 5 cm. Calcula el otro cateto.
c? =169 — 25 =144, c = 12 cm.

Ternas pitagodricas

Definicidn: terna pitagdrica

Una terna pitagérica son tres nimeros naturales (a, b, ¢) con a? =b%+c% Son
ternas (3,4,5), (5,12,13), (8,15,17) y sus mdltiplos, como (6, 8, 10).

Reciproco del teorema

Reciproco del teorema

Si en un tridngulo se cumple a? = b2 + ¢% con a el lado mayor, el tridngulo es
rectangulo. Si a? > b2 + c? es obtusangulo; si a? es acutangulo.

¢Es rectangulo un triangulo de lados 9, 12 y 15?
152 = 225 y 9% + 122 = 81 + 144 = 225. S{ es rectangulo.

Aplicaciones del teorema

Propiedad: aplicaciones

Se usa para la diagonal de un rectangulo d = vb? + h2?, |a altura de un triangulo
isdsceles o equilatero, la distancia entre dos puntos
d=+/(z2 —21)2 + (y2 — y1)? y la diagonal de un cubo o de un prisma.
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Ejemplo 4

Calcula la altura de un triangulo equilatero de lado 10 cm.
La altura divide la base en dos de 5 cm: h? = 100 — 25 = 75, h = v/75 ~ 8,66 cm.

Calcula la distancia entre A(1,2) y B(4,6).

d=+v32+4% =5,

Por qué funciona: una idea de la demostracion

Observacion

Un cuadrado de lado b + ¢ se puede llenar con cuatro tridngulos rectangulos iguales y
un cuadrado de lado a en el centro, o con los mismos cuatro tridngulos y dos
cuadrados de lados b y c. Las &reas restantes deben ser iguales: a® = b* + c2.

Problemas con contexto

Ejemplo 6

Una escalera de 5 m se apoya en una pared con el pie a 3 m. ¢A qué altura
llega?

h?=25-9=16,h=4m.

iAtencion!

La hipotenusa siempre es el lado mayor y va sola en un miembro. a’?=0b%+c?noes
a =b+c. Y el teorema solo vale en tridngulos rectdngulos.

Triangulos rectangulos y su vocabulario

Definicion: catetos e hipotenusa

Un tridngulo es rectangulo si uno de sus dngulos mide 90°. Los lados que forman el
angulo recto se llaman catetos y el lado opuesto al angulo recto, que es siempre el
mayor, se llama hipotenusa. En un tridngulo rectdngulo los otros dos dngulos son
agudos y suman 90°.
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El teorema y sus tres formas de usario

Regla: el teorema de Pitagoras

En todo tridngulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos: a® = b% + 2. De aqui salen tres férmulas: @ = Vb2 + ¢2 para

la hipotenusa, b = va? — c? y ¢ = va? — b2 para un cateto. Hay que recordar que la
hipotenusa va sola en un miembro y los catetos suman en el otro.

Calcula la hipotenusa de un tridngulo rectangulo con catetos de 8 cm y 15
cm y el cateto de otro con hipotenusa 26 cm y cateto 10 cm.

Hipotenusa: a = V/82 4+ 15% = /64 + 225 = /289 = 17 cm. Cateto:

b=126%—102 = /676 — 100 = v/576 = 24 cm.

Método: aplicar el teorema a un problema

1.
2.
3.
4.
5.

Dibuja un esquema y marca el angulo recto.

Identifica la hipotenusa (el lado opuesto al angulo recto) y los catetos.

Escribe a? = b? + ¢? con los datos y despeja la incégnita.

Haz la raiz cuadrada y redondea segun lo que se pida.

Escribe la respuesta con unidades y comprueba que la hipotenusa es mayor que
cada cateto.

iAtencion!

e Sumar los lados en vez de sus cuadrados: 3 + 4 # 5, pero 32 + 42 = 52,
e Confundir la hipotenusa con un cateto y sumar cuando hay que restar.
« Olvidar la raiz cuadrada al final y dar a? en lugar de a.

e Aplicar el teorema a tridngulos que no son rectangulos.

e Dar un cateto mayor que la hipotenusa: seial de que algo estd mal.

Ternas pitagdricas y reciproco

Propiedad: el reciproco del teorema

Si en un tridngulo de lados @ > b > ¢ se cumple a? = b% + ¢?, el tridngulo es
rectdngulo, y su dngulo recto es el opuesto al lado mayor. Si a?, el tridngulo es
acutangulo y si a® > b% + ¢? es obtuséngulo. Las ternas de nimeros enteros que
cumplen la igualdad, como (3,4,5), (5,12,13) o (8,15,17), se llaman ternas
pitagdricas, y sus multiplos también lo son.
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Ejemplo 8

Comprueba si un tridngulo de lados 8, 15 y 17 es rectangulo, y si lo es uno
de lados 6, 7 y 10.

Primero: 172 = 289 y 82 + 15% = 64 + 225 = 289. Es rectangulo. Segundo: 10> = 100 y
62 + 72 = 36 + 49 = 85. No es rectangulo, es obtusangulo.

Aplicaciones geométricas

Diagonales, alturas y distancias

El teorema permite calcular la diagonal de un rectadngulo (d = V12 + a?), la de un

cuadrado (d = l\/§), la altura de un tridngulo isésceles o equilatero (dividiéndolo en

dos tridngulos rectangulos) y la distancia entre dos puntos de coordenadas conocidas.
En un cuerpo geométrico, la diagonal de un ortoedro de aristas a, by c vale

va? + b% + ¢, que se obtiene aplicando el teorema dos veces.

Ejemplo 9

Calcula la altura de un triangulo equilatero de 8 cm de lado y su area.
La altura divide la base en dos mitades de 4 cm: h = v/82 — 42 = /48 = 41/3 ~ 6,93

m ~ 27’71 sz.

cm. Area:
2

¢Sabias que?

Aunque el teorema lleva el nombre del griego Pitdgoras, que vivio en el siglo VI antes
de nuestra era, los babilonios ya conocian ternas pitagdéricas mil aflos antes: una
tablilla de arcilla lamada Plimpton 322 contiene una lista de ellas. Se conocen mas de
300 demostraciones distintas del teorema, entre ellas una del presidente de Estados
Unidos James Garfield. Los antiguos agrimensores egipcios usaban una cuerda con 12
nudos equidistantes para formar un triangulo de lados 3, 4 y 5 y trazar asi angulos
rectos.

Estimar antes de calcular

Antes de usar la calculadora, estima el resultado: si los catetos miden 3y 5, la
hipotenusa debe ser mayor que 5 y menor que 8 (la suma de los catetos). Como v 34

esta entre v25 = 5 y v/36 = 6, el resultado 5,83 es razonable. Esta comprobacion
rapida permite detectar errores como olvidar una raiz o restar en lugar de sumar. En
los problemas de la vida real, redondea al nimero de decimales que tenga sentido:
una escalera se mide en centimetros, no en milésimas de milimetro.
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Una idea de por qué funciona

Si construimos un cuadrado de lado b+ ¢ y colocamos dentro cuatro tridngulos
rectdngulos iguales de catetos b y ¢, queda un cuadrado inclinado de lado a. El drea

5 L be .
total (b + ¢)® es igual a la de los cuatro tridngulos 4 - - = 2bc mas el cuadrado

interior a®. Entonces b% + 2bc + ¢ = 2bc + a? y, restando 2bc, queda a? = b% + ¢

Pitagoras en el espacio

El teorema de Pitdgoras también sirve en tres dimensiones. Para calcular la diagonal de
una caja, de una habitacién o de un ortoedro cualquiera se aplica dos veces: primero en la
base y después en el tridngulo rectdngulo que forman la diagonal de la base, la altura y la
diagonal del cuerpo.

Regla: diagonal de un ortoedro

Si un ortoedro tiene aristas a, by ¢, la diagonal de la base mide d = Va2 + b y la
diagonal del ortoedro mide D = v'd? + ¢2 = va? 4+ b2 + ¢%. En un cubo de arista a,
D = aV/3.

Ejemplo 10

¢Cabe una barra de 3,5 m en una habitacion de 3 m de largo, 2 m de ancho y
1,5 m de alto, sin doblarla?

La diagonal de la habitacién mide 1/32 + 22 4 1,52 = 1/9 + 4 + 2,25 = /15,25 ~ 3,91
m. Como 3,5, la barra cabe colocada en diagonal, de una esquina del suelo a la
esquina opuesta del techo. De hecho, también cabria tumbada en el suelo, aunque
por poco, porque la diagonal del suelo mide V13 ~ 3,61 m, algo més que 3,5 m.

¢Sabias que...? Pitagoras sin Pitagoras

Mucho antes que los griegos, los babilonios ya conocian ternas como (3,4, 5): una
tablilla de arcilla de hace unos 3 800 afios, llamada Plimpton 322, recoge quince
ternas pitagodricas. En Egipto, segun una tradicién, los agrimensores usaban una
cuerda con 12 nudos igualmente espaciados para trazar angulos rectos formando un
tridngulo de lados 3, 4 y 5.

El consejo de Otto

Aprende de memoria las ternas (3,4, 5) y (5, 12, 13): muchos problemas las usan. Si
los lados de un tridngulo son multiplos de 3, 4 y 5, ya sabes que es rectangulo.
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