s j“ maths-pdf.com Apuntes - Semejanza y teorema de Tales

Apuntes - Semejanza y teorema de Tales

Curso: 2 Eso

Dos figuras son semejantes cuando tienen la misma forma. La semejanza y el teorema de
Tales permiten calcular alturas y distancias inaccesibles.

Actividad de introduccion: la fotocopiadora

Hugo fotocopia el mapa de su barrio ampliandolo al 150 %. Cada longitud queda
multiplicada por 1,5, pero el mapa conserva su forma: los dngulos son iguales y las
calles siguen en la misma posicién relativa. Dos figuras asi se llaman semejantes. Con
ellas se explican la escala de los planos, la sombra de un arbol que permite medir su
altura, el tamafo de una maqueta o la ampliacién de una foto. Hay una relacién
sorprendente: aunque los lados se multipliquen por 1,5, el drea de la copia se
multiplica por 2,25. En este tema aprenderas a trabajar con la razén de semejanza y
con el teorema de Tales para resolver problemas de la vida real.

k=2
2

Figuras semejantes

Definicidn: figuras semejantes

Dos figuras son semejantes si sus angulos correspondientes son iguales y sus lados
correspondientes son proporcionales. La razéon entre lados correspondientes es la
razén de semejanza k.

Un rectangulo de 4 por 6 cm es semejante a otro cuya base mide 10 cm.
¢Cuanto mide su altura?

1
k= TO = 2,5, Altura: 6 - 2,5 = 15 cm.

Razon de perimetros, areas y volumenes

Propiedad

Si la razén de semejanza es k: los perimetros (y cualquier longitud) estan en razon k,
las areas en razén k2 y los volimenes en razén k3.
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Un triangulo de area 12 cm? se amplia con razén k = 3. éQué area tiene?
12- 3% =108 cm2.

Criterios de semejanza de triangulos

Regla: criterios de semejanza

Dos tridngulos son semejantes si: tienen dos angulos iguales (criterio AA); o tienen
los tres lados proporcionales; o tienen dos lados proporcionales y el angulo
comprendido igual.

Un triangulo tiene lados 3, 4, 5 y otro 9, 12, 15. ¢Son semejantes?

9 12 15
—_— s e— O e— 3. { k — 3.
3 1 5 Si, con

El teorema de Tales

Teorema

Si varias rectas paralelas cortan a dos rectas secantes, los segmentos que determinan
AB A'B’

en una son proporcionales a los correspondientes en la otra: — = ———.
prop P BC ~ BC

Ejemplo 4

Tres paralelas cortan a dos rectas. En una, los segmentos miden 4y 6; en la
otra, el primero mide 10. éiCuanto mide el segundo?

4 10 6-10
= — :—:1
5 w,m 1 9.

Observacion

Una paralela a un lado de un tridngulo forma un tridngulo pequefio semejante al
grande: esta es la posicion de Tales.

Medir alturas con sombras

Método: medir una altura con una sombra
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T
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1. Mide la sombra del objeto y la de una vara de longitud conocida a la misma hora.
2. Plantea la proporcién entre alturas y sombras.
3. Despeja la altura.

Un edificio proyecta una sombra de 24 m y, a la misma hora, una vara de 2
m proyecta una de 1,5 m. ¢Altura del edificio?

h_ 2 h =32
24 15 oM
Escalas

Definicion: escala

La escala 1 : n es la razén de semejanza entre el plano o maqueta y la realidad. En
una maqueta a escala 1 : 50, 3 cm son 150 cm.

Como plantear un problema de semejanza

Método: plantear un problema de semejanza

1. Dibuja las dos figuras y sus datos.
2. ldentifica los lados correspondientes.
3. Escribe la proporcién y resuélvela.

iAtencion!

Los lados deben ser correspondientes: el mayor con el mayor. Y no confundas la razén
de &reas k? con la de longitudes k.

Figuras semejantes y razon de semejanza

Definicion: figuras semejantes

Dos figuras son semejantes si tienen los dngulos correspondientes iguales y los lados
correspondientes proporcionales. El cociente entre las longitudes de dos lados
correspondientes es la razén de semejanza k. Si k£ > 1 la segunda figura es una
ampliacién y si k es una reduccién. Los poligonos con los mismos angulos pero lados
no proporcionales (un cuadrado y un rectangulo) no son semejantes.

Ejemplo 6
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Dos pentagonos son semejantes. Un lado del primero mide 4 cm y su
correspondiente en el segundo mide 10 cm. Si el perimetro del primero es
22 cm, écual es el del segundo?

10
La razén de semejanza es k = 7= 2,5. El perimetro es una longitud, luego se

multiplica por k: 22 - 2,5 = 55 cm.

Razdn de perimetros, areas y volumenes

Propiedad: perimetros, areas y volumenes

Si la razén de semejanza entre dos figuras es k, la razon entre sus perimetros (y entre
cualquier longitud) es k, la razén entre sus areas es k? y la razén entre sus
voliumenes, en cuerpos semejantes, es k3. Por eso, al duplicar las medidas de una
pizza su drea se multiplica por 4, y al duplicar las de una caja su capacidad se
multiplica por 8.

Dos cajas semejantes tienen razén k = 1,5. La pequeia tiene 40 cm? de
superficie y 20 L de capacidad. Calcula las de la grande.

Superficie: 40 - 1,52 = 40 - 2,25 = 90 cm?. Capacidad: 20 - 1,53 = 20 - 3,375 = 67,5 L.

Criterios de semejanza de tridngulos

Regla: criterios AA, LLL y LAL

Dos tridngulos son semejantes si se cumple alguno de estos criterios. AA: tienen dos
angulos iguales. LLL: sus tres lados son proporcionales. LAL: tienen dos lados
proporcionales y el angulo comprendido entre ellos es igual. Basta comprobar uno
solo.

iAtencion!

e Comparar lados que no se corresponden: los lados correspondientes son los
opuestos a angulos iguales.

e Multiplicar el &rea por k en lugar de por k2, o el volumen por k en vez de por k3.
AD AFE

DB EC

compara partes con totales; no se pueden mezclar.

e Montar mal la proporcién de Tales:

AD _ AFE
AB  AC
e Usar sombras medidas a horas distintas.

compara partes con partes, y
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El teorema de Tales y sus aplicaciones

Método: usar Tales para medir

1. Identifica las rectas paralelas (por ejemplo, los rayos del sol o un segmento
paralelo a un lado).

2. Escribe las dos razones que se igualan, cuidando que cada una compare
segmentos del mismo lado.

. Sustituye los datos conocidos y deja una incégnita.

Despeja con la regla de tres: producto en cruz.

. Comprueba que el resultado es razonable (una altura no puede ser negativa ni
absurda).

Ejemplo 8

Una estaca de 1,2 m proyecta una sombra de 0,9 m. Un poste proyecta una
sombra de 6 m a la misma hora. ¢Cuanto mide el poste?
6-1,2

1,2
i = h=—2"—=—8m.
Por semejanza (AA) 5 0.9 luego 0.9 m

¢Sabias que?

La historia cuenta que el matematico griego Tales de Mileto midié la altura de la Gran
Piramide de Egipto esperando el momento del dia en que la sombra de un bastén
vertical era igual a su altura: en ese instante la sombra de la piramide, medida desde
su centro, también era igual a su altura. Hoy los topdgrafos y los ingenieros siguen
usando la semejanza para medir distancias inaccesibles, como la anchura de un rio o
la altura de una montana.

Ejemplo 9

En el tridngulo ABC, el punto D de ABy el punto E de AC cumplen DE | BC.
SiAD=3cm, AB=9cmy BC =12 cm, calcula DE y la razén de areas.

AD 3 1
Los tridngulos ADE y ABC son semejantes con razén k = AB -9 "3 Entonces
1
DFE = 3 12 = 4 cm. La razén de &reas es k% = 9" el érea de ADE es |la novena
8
parte de la de ABC, y el trapecio DBCE ocupa los — restantes.

9

Escalas, planos y maquetas

1
Una escala 1 : n es una razdn de semejanza k = o Con ella, las longitudes del plano

se multiplican por n para obtener las reales, las areas por n? y los voliumenes por n3.
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Por eso un mapa a escala 1 : 50000 en el que un lago ocupa 4 cm? corresponde a un
lago real de 4 - 50 000% cm?, es decir, 1 km2. Comprueba siempre las unidades antes
de comparar.

Tridngulos en posicion de Tales

Dos tridngulos estdn en posicién de Tales cuando comparten un angulo y los lados
opuestos a ese angulo son paralelos. Es la situacién mas frecuente en los problemas: un
triangulo pequefio dentro de otro grande, como el que forman una persona y su sombra
dentro del tridngulo de una farola o de un éarbol.

Propiedad: triangulos en posicion de Tales

Si en el tridngulo ABC se traza DE paralela a BC, con D en ABy E en AC, los
AD AFE DFE

AB ~ AC  BC"
la Gltima razén se comparan los lados enteros ABy AC, no los trozos DBy EC.|

Cuidado: en

triangulos ADE y ABC son semejantes y se cumple

Ejemplo 10

Una rampa sube 1,2 m en un recorrido horizontal de 8 m. A 3 m del inicio se
coloca un poste vertical hasta la rampa. éCuanto mide el poste?

El poste y la altura final de la rampa son paralelos, asi que los tridngulos estan en

. . . 3 3
posicion de Tales. La razén de semejanza es 3 La altura del poste es 1,2 - 3 = 0,45

0,45 1,2
m, es decir, 45 cm. Comprobacién: ’T = ? = 0,15, la pendiente de la rampa es la

misma en los dos triangulos.

El consejo de Otto

Dibuja los triangulos separados y con la misma orientacion; asi veras qué lados se
corresponden. Escribe después la proporcién poniendo en cada fraccién las medidas
de una misma figura.
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