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Apuntes - Matrices

Curso: 2 Bachillerato Ccss

Las matrices sirven para organizar datos (ventas, costes, produccidn, redes) y resolver
sistemas. Aqui aprenderas sus operaciones, el determinante, la inversa y las ecuaciones
matriciales, como en la PAU de Ciencias Sociales.

Actividad de introduccion: la tabla de ventas

Dos panaderias venden barras, magdalenas y empanadas. Los datos del dia se
ordenan en una tabla con una fila por tienda y una columna por producto. Si ademas
se anotan los precios, el ingreso de cada tienda se obtiene multiplicando cada
cantidad por su precio y sumando: eso es, exactamente, un producto de matrices. Las
matrices son tablas de nUmeros con reglas de calculo que permiten manejar mucha
informacién a la vez: ventas por tienda, costes por proveedor, trayectos entre
ciudades o reparto de clientes entre empresas. Ademas, con el determinante y la
matriz inversa se pueden resolver sistemas de ecuaciones y ecuaciones con matrices,
gue es una de las tareas mas frecuentes en la prueba de acceso a la universidad de
Ciencias Sociales.

Qué es una matriz

Definicion: matriz

Una matriz de dimension m X n es una tabla de niumeros con m filas y n columnas. El
elemento a;; estd en la fila ¢ y la columna j. Es cuadrada si m = n, diagonal si solo
tiene elementos no nulos en la diagonal principal e identidad I si ademas estos valen
1. La traspuesta A’ se obtiene cambiando filas por columnas.

Una tienda vende dos modelos de mévil: 30 y 20 unidades en enero, 25 y 40
en febrero. Escribe la matriz de ventas.

30 20

25 40
a1 = 25 son las unidades del modelo 1 vendidas en febrero.

Filas = meses, columnas = modelos: V = ( ) de dimensidén 2 x 2. El elemento
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Operaciones con matrices

Regla: suma y producto por un nimero

La suma y la resta solo se hacen entre matrices de la misma dimensidn, elemento a
elemento. El producto kA multiplica cada elemento por k.

Regla: producto de matrices

A - B solo existe si las columnas de A coinciden con las filas de B.Si Aesm xny B
esn X p, el resultado es m X py c;; = a;1by; + -+ - + a;pby; (fila @ por columna j).

Propiedad: producto

El producto es asociativo y distributivo, Al = IA= Ay (AB)! = B'A’. No es
conmutativo: en general AB # BA.

2 1 1 0
CaIcuIaAByBAconAz( )sz( )

AB: filal porcolumnal:2-14+1-2=4;filalporcolumna2:2:-0+1-1=1;fila2

4 1
. Por otro lado

por columna 1: 5+ 6 = 11; fila 2 por columna 2: 3. Asi AB = (11 3

2 1
BA = AB
(12 7) 7 45.

Una tienda vende 30 unidades del modelo A (200 €) y 20 del B (300 €) en
enero, y 25 y 40 en febrero. Calcula la facturacion mensual.

30 20\ /200 12000
VP = = : 12 000 € en eneroy 17 000 € en febrero.

25 40/ \300 17000

iAtencion!

No uses las identidades notables como si las matrices conmutaran:
(A+ B)?> = A>+ AB+ BA + B? y en general no es A% + 2AB + B2 Antes de
multiplicar, escribe las dimensiones: (m x n) - (n X p).

Determinante

Definicion: determinante
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El determinante de una matriz cuadrada es un nUmero que indica si tiene inversa.
En orden 2: . . En orden 3 se usa la regla de Sarrus: se suman los

productos de la diagonal principal y de sus dos paralelas, y se restan los de la
diagonal secundaria y sus paralelas.

Propiedad: determinante nulo

El determinante vale 0 si hay una fila (o columna) de ceros, dos filas iguales o
proporcionales, o una fila combinacién lineal de las otras.

Ejemplo 4

Principales: 1-1-1+2-3-240-0-0 = 13. Secundarias:
0-1-241-3-0+2-0-1=0. El determinante es 13 — 0 =13,

Calcula

Matriz inversa

Definicion: matriz inversa

La inversa de A es la matriz A™! tal que AA™' = A~'A =T Existe siy solo si |A| # 0.

Regla: inversa de orden 2

. (a b 1 1 d -b
Si A= <c d) y |A| # 0, entonces A" = “d—be (—c a > En general,
1
Al = —(AdjA)
|4

Método: inversa por Gauss-jordan

1.
2.
3.
4.

Escribe la matriz ampliada (A | I).
Haz operaciones entre filas hasta convertir A en 1I.
La matriz que queda a la derecha es AL

Comprueba que AA~1 =1T.

2 1
Halla la inversa de A = (5 3>.
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1 6—-5 —2+2
. ion: AA~! =
) Comprobacién (15 15 _54 6)

Ejemplo 6

k 3
o 7 k - - ?
¢Para qué valores de « tiene inversa (2 k4 1)

|A|=k(k+1)—6=k>+k—6=(k+3)(k—2).Seanulaenk= -3y k=2 Hay
inversa para todo k # —3, 2.

iAtencion!

Comprueba siempre que |A| # 0 antes de calcular la inversa. Y recuerda que
(AB)—I — B_IA_l, no A_IB_I_

Ecuaciones matriciales

Regla: despeje

Como el producto no es conmutativo, se multiplica por la inversa por el mismo lado en
los dos miembros. SiAX =B, X=A"1'B.siXA=B, X=BA ' siAX+C = B,
primero AX = B—Cy luego X = A™(B-0).

Método: resolver una ecuacion matricial

1. Aisla el término que contiene a X.

2. Comprueba que la matriz que multiplica a X tiene inversa.
3. Multiplica por la inversa por el lado correcto.

4. Calcula el producto y comprueba el resultado.

2 1 1 0
ResuelveAX:BconAz( )sz( )

5 3 2 1

x-ae= (5 5) 6 o) - (5 )

Observacion

En la PAU de Ciencias Sociales las matrices suelen aparecer con varios apartados:
operaciones, ecuacién matricial AX = Bo XA+ B = C, y un problema de produccién
o coste. Las matrices de adyacencia de un grafo permiten contar recorridos: el
elemento (%,7) de M? es el nimero de caminos de dos tramos entre i y j.
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Matrices en contextos economicos

Observacion: leer el producto en el contexto

En un problema de economia, cada matriz tiene una interpretacién clara: las filas son
los objetos (tiendas, fabricas, afios) y las columnas son los atributos (productos,
materias primas, costes). El producto A - B solo tiene sentido si las columnas de A
coinciden con las filas de B, y eso refleja que el atributo de A debe coincidir con el
objeto de B: los productos de las ventas con los productos de la tabla de precios. Si
las dimensiones no cuadran, hay que revisar el planteamiento o trasponer una de las
matrices.

Ejemplo 8

Una tienda vende 10 camisetas y 6 gorras al dia en el turno de manana y 4
camisetas y 8 gorras por la tarde. Camiseta: 12 €; gorra: 8 €. ¢Cuanto
ingresa en cada turno?

: 10 6 _ 12

Matriz de ventas V = <4 8) y precios P = (8 ) El producto es

VP= () s s) = (11g)- Portamananai 168 € la tarde 112 €
=\ 4.1248.5) = \ 412/ Porla mafiana ingresa y por la tarde .

nversa y ecuaciones: un método ordenado

Método: despejar una ecuaciéon matricial

1. Identifica en qué lado estd multiplicada la incégnita (AX o X A).

2. Despeja los sumandos con la incégnita en un lado y el resto en el otro.

3. Multiplica por A~! en el mismo lado en que 4 multiplicaba a X (por la izquierda
sies AX y por la derecha si es XA), porque el producto no es conmutativo.

4. Calcula la inversa comprobando antes que |A4| # 0.

5. Haz el producto final con cuidado y comprueba sustituyendo en la ecuacién de
partida.

Ejemplo 9
2 1 1 0 3 2
Resuelve F C con (1 1), (O 1) yC (2 2)
A 1 -1
Despejamos AX =C — B = <2 1). Como |[A| =1, A7l = (_1 ; ) y
2—-2 2—-1 0 1
X=A(C-B)= = ) ién:
(C - B) (_2 L4 94 2) (2 0) Comprobacién
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2 2 1 0 3 2
PP T L B

Matrices de transicion y grafos

Definicion: matriz de transicion

Una matriz de transicién recoge, en cada fila, en qué proporcidn los individuos de un
estado pasan a cada uno de los estados en el periodo siguiente. Por eso todos sus
elementos estan entre 0 y 1 y cada fila suma exactamente 1. Si v es el vector fila con
el reparto actual, el reparto del periodo siguiente es v - M, el de dentro de dos
periodos es v - M?, y asi sucesivamente. Del mismo modo, la matriz de un grafo tiene
un 1 en la posicién (4, j) cuando hay conexién directa entre 7 y j; su cuadrado cuenta
los caminos que usan exactamente dos tramos.

Ejemplo 10

Cada mes, el 80 % de los clientes de la compaiia A se queda en Ay el 20 %
se cambia a B; en B se queda el 70 % y el 30 % pasa a A. Si este mes hay 500
clientes en cada compaiiia, ¢ccuantos habra el mes que viene?

La matriz de transicién es M = (0,8 0,2\0,3 0,7) y el vector inicial es v = (500, 500)
. Entonces vM = (500 - 0,8 + 500 - 0,3, 500 - 0,2 + 500 - 0,7) = (550, 450). La compafiia
A gana 50 clientes. Si se repite el calculo muchos meses, el reparto se estabiliza en el
60 % para Ay el 40 % para B, que es el vector que no cambia al multiplicarlo por M:
se comprueba con (600, 400)M = (480 + 120, 120 + 280) = (600, 400).

iAtencion!

Errores tipicos: multiplicar matrices elemento a elemento (el producto es fila por
columna), olvidar que AB # BA, intentar invertir una matriz cuyo determinante es
cero, y aplicar AL por el lado equivocado al despejar. Un buen habito es escribir las
dimensiones de cada matriz antes de multiplicar.

¢Sabias que?

La palabra «matriz» fue introducida por James Joseph Sylvester en 1850 y Arthur
Cayley desarroll6 el dlgebra matricial pocos afios después. Hoy las matrices estan en
todas partes: los buscadores calculan el orden de las paginas con una gran matriz de
enlaces, los videojuegos giran los objetos con matrices y los economistas usan
modelos de entrada-salida, que valieron el Premio Nobel a Wassily Leontief en 1973.

El consejo de Otto

Antes de multiplicar dos matrices escribe sus dimensiones una al lado de la otra. Si los
numeros del centro coinciden, se puede multiplicar. Y comprueba cada inversa
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I multiplicandola por la matriz original.
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