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Apuntes - Numeros complejos

Curso: 1 Bachillerato Ciencias

En este tema aprenderas: la unidad imaginaria y la forma binédmica, operaciones,
representacion y forma polar y operaciones en forma polar. Cada idea va en un cuadro de
color, con ejemplos resueltos paso a paso.

Actividad de introduccidon: una raiz que no deberia existir

Desde 4.2 de ESO sabes que la ecuacion z2 + 1 = 0 «no tiene solucién», porque
ninglin nimero real elevado al cuadrado da —1. Pero en el siglo XVI los algebristas
italianos, al resolver ecuaciones de tercer grado, se encontraron con raices de
numeros negativos en mitad de los calculos... y al final obtenian soluciones reales
correctas. Decidieron entonces aceptar un nimero nuevo, i, con i2 = —1, y operar con
él siguiendo las reglas de siempre. Hoy esos nimeros, los nimeros complejos, son
imprescindibles: con ellos se calculan los circuitos eléctricos de tu casa, se programan
los giros de los videojuegos, se procesan las sefales de audio de tu moévil y se dibujan
fractales. En este tema aprenderds a escribirlos en forma binémica y en forma polar, a
operar con ellos, a representarlos en el plano y a calcular sus raices.

La unidad imaginaria y la forma bindmica

Definicidon: unidad imaginaria

La ecuacién 2 + 1 = 0 no tiene solucién real. Se define la unidad imaginaria 7 con
i> = —1, de modo que v/ —16 = 4i. Un nimero complejo en forma binémica es
z=a+ bi, con a |la parte real y b la parte imaginaria. El conjunto de todos ellos es

C,y R C C. Las potencias de i se repiten con periodo 4: i =1, i' = 4,42 = —1,

i = —i,4* = 1. Por eso %3 = i® = —i (23 dividido entre 4 da resto 3).

Con ello, toda ecuacién de segundo grado tiene solucién en C: 22 — 2z +5 =0 da

z =210 =142

Operaciones

Propiedad: operaciones

e Suma y resta: (a + bi) £ (c+ di) = (a £ ¢) + (b £ d)i.
e Producto: se aplica la propiedad distributiva con i =—1:
(2+3i)(1 —4i) =2 — 8 + 3i — 12i2 = 14 — b4,
 Conjugado de z = a + bi: Z=a — bi. Se cumple 2z = a® + b? (real).
e Cociente: se multiplica numerador y denominador por el conjugado del

denominador: gf; = gtgg:; = ngﬁ
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Como se hace: dividir niumeros complejos en forma binomica

1. Multiplica numerador y denominador por el conjugado del denominador.
2. Desarrolla el denominador: (¢ + di)(c — di) = ¢ + d?.

3. Desarrolla el numerador usando i2 = —1 y separa parte real e imaginaria.

Ejemplo 1: producto y cociente

Calcula (2 + 3i)(1 — ) y 155,

. . . . . . 5 1+i)2 i .
2+3)(1—i)=2—-2i+3i—3%=5+4 v :%:%:Z_

Representacion y forma polar

Propiedad

Cada z = a + bi se representa por el punto (a, b) del plano de Argand (su afijo), con
eje real horizontal y eje imaginario vertical. E| médulo es |z| = v a? + b2 (distancia al

origen) y el argumento 6 es el 4ngulo con el semieje real positivo, con tanf = %
(cuidado con el cuadrante).

Im =4 = i
4 z=3+4i

Definicion: forma polar

La forma polar es z = 7y, y la trigonométrica z = r(cos 0 + isen6). Para
z=—14+/3i:7=+1+3=2; el punto estd en el 2.2 cuadrante y tanf = —+/3, asf

que 6 = 120°. Luego z = 2120°. Al revés, 40> = 4 (% + @z) =2+ 2V34.

Operaciones en forma polar

Propiedad: operaciones en forma polar

 Producto: 7, - g = (r5)a+8. Ejemplo: 3400 - 2500 = 6ggo = 6.

* Cociente: 3= = (), ;.
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« Potencia (Moivre): (72)" = (r")na. Ejemplo: (1 +14)% = (v/2450)% = 163600 = 16.
» Raices n-ésimas: las n raices de 7o son /7 443600k, con k=0,1,...,n —1;
forman un poligono regular de n lados.

Las raices clbicas de 8 (8 = 8¢o) son 2¢° = 2, 21200 = —1 + v/3i y 29490 = —1 — v/3i: los
vértices de un tridngulo equilatero.

—-1+V3i 2)

-1-v3i -2

Observacion

Multiplicar por @ = lgge gira un punto 90° alrededor del origen: (2+13) -4 = —1 + 2i. La
distancia entre los afijos de z y w es |z — w)|.

Ejemplo 3: potencia en forma polar

Calcula (1 +14)* con la forma polar.
1+14 = v/2450. Entonces (1 +14)* = (V2)% ;0 = d1s0° = —4.

iAtencion! Errores frecuentes

Escribir i2 = 1 0 v/—a - v —b = v ab (falso con raices negativas).
Dar el argumento sin mirar el cuadrante: tan8 = % tiene dos angulos posibles.

No multiplicar por el conjugado al dividir.
Olvidar las n raices de un nimero complejo (solo se da la principal).

Potencias de la unidad imaginaria

Propiedad: las potencias de i se repiten cada cuatro

Como il =i, i2 = —1,43 = —i e i* = 1, a partir de ahi los valores vuelven a empezar.
Para calcular 2" se divide n entre 4 y se usa el resto: i" = i***, Por ejemplo,
i3 = i3 = —i, porque 35 = 4 - 8 + 3. Este ciclo tiene una interpretacién geométrica:

multiplicar por % es girar 90°, y cuatro giros de 90° dan una vuelta completa.
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Ecuaciones con soluciones complejas

Teorema fundamental del algebra

Toda ecuacion polinémica de grado n con coeficientes complejos tiene exactamente n
soluciones complejas, contando su multiplicidad. Si los coeficientes son reales, las
soluciones no reales aparecen siempre en parejas de complejos conjugados a % bi. En
particular, una ecuacién de segundo grado az? + bz + ¢ = 0 con discriminante

A = b? — 4ac tiene las soluciones z = %-

Ejemplo 4

Resuelve 22 — 322 + 42z — 2 =0,

Probamos divisores del término independiente:  =1da 1 — 3 +4 — 2 = 0. Por Ruffini,
2’ —32% + 4z — 2 = (z — 1)(z? — 2z + 2). La ecuacion z* — 2z + 2 = 0 tiene
A=4-8=—4, asiquez = % =11, Las tres soluciones son 1, 1 + iy 1 — i: una

real y dos complejas conjugadas, como predice el teorema.

El modulo como distancia

Propiedad: distancia entre dos complejos

Cada complejo z = a + bi se representa en el plano por el punto (a,b), llamado su
afijo. El médulo |z| es la distancia del afijo al origen, y la distancia entre los afijos de z
y w es |z — w|. Asi, los complejos que cumplen |z — (2 + )| = 3 son los puntos de la
circunferencia de centro (2,1) y radio 3, y los que cumplen |z| forman el interior del
circulo unidad. Ademas, se cumplen |z - w| = || - |w| y |z + w| < |2| + |w| (desigualdad
triangular).

Calcula la distancia entre los afijosde 2 =5+2iyw=1—4,

z—w=(5—1)+(2+1)i =4+ 3¢, de modo que la distancia es
|4 + 3i| = v/16 + 9 = 5 unidades. Es la misma distancia que se obtendria con la
férmula de la geometria analitica entre los puntos (5,2) y (1, —1).

Forma trigonométrica y cambio de forma

Definicion: forma trigonométrica

Si 2 =14, entonces a =rcosa y b= rsena, de modo que z = r(cosa + isen ). Esta
expresiéon se llama forma trigonométrica y sirve de puente entre la forma binédmica,
cémoda para sumar y restar, y la forma polar, cdmoda para multiplicar, dividir, elevar
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a potencias y extraer raices. El argumento se suele dar en el intervalo [0°,360°); se
Ilama argumento principal.

Como se hace: pasar de forma binomica a forma polar

Calcula el médulo r = Va2 + b2,

Dibuja el punto (a,b) para saber en qué cuadrante esta.

Calcula el angulo agudo .

Ajusta segun el cuadrante: primero a = 6; sequndo a = 180° — ; tercero
a = 180° 4 0; cuarto a = 360° — 6.

5. Sia =0, el argumento es 90° 0 270° seguln el signo de b.

S e e

Ejemplo 6

Escribe z = —3 — v/3i en forma polar y comprueba el resultado.

Médulo: * = v/9 + 3 = v/12 = 2v/3. El punto (—3, —/3) est4 en el tercer cuadrante.
Angulo agudo: 6 = arctan @ = 30°. Argumento: 180° + 30° = 210°. Por tanto,

z = 2+/33100. Comprobacién: 2v/3 cos 210° = 2/3 - (—@) =-3y

2v/3sen210° =2v3- (—3) = —V3.

iAtencion! el argumento que da la calculadora

La tecla tan™! de la calculadora solo devuelve &ngulos entre —90° y 90°. Para

z = —1+1i darfa arctan(—1) = —45°, que corresponde al cuarto cuadrante, cuando el
punto (—1,1) estd en el segundo: el argumento correcto es 135°. Dibuja siempre el
punto antes de dar el argumento. Tampoco confundas el conjugado con el opuesto: el
conjugado de 2 + 3i es 2 — 34, y su opuesto es —2 — 3i. Y recuerda que v/ —4 - v—9 no

es V36 =6, sino 2¢ - 31 = —6.

Radicacion de numeros complejos

Regla: raices n-ésimas

Un complejo no nulo 7, tiene exactamente 7 raices n-ésimas, todas con médulo ¥/ y
o

argumentos B = %60’“, conk=0,1,...,n — 1. Las raices se reparten de forma

regular sobre una circunferencia de radio /7 centrada en el origen: son los vértices de

un poligono regular de n lados.

Como se hace: calcular las raices de un complejo

1. Escribe el nimero en forma polar 7.
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2. Calcula el médulo de las raices, &7 (un nimero real positivo).
o
3. Calcula el primer argumento, -, y suma 360_ sycesivamente hasta tener n

n
argumentos.
4. Si se pide, pasa cada raiz a forma binémica con a =rcos Sy b = rsen 3.

Calcula las raices sextas de 1 y represéntalas.
1 = 1¢o. Las raices tienen médulo 1 y argumentos 0°,60°,120°,180°,240° y 300°: 1,

1 V8, 1 V3, 1 _1_ N3, 1_ V3, Arti ;
7+ 51 —5 + -5, 1, 5 5 1Y 5 5-L. Son los vertices de un hexagono

regular inscrito en la circunferencia unidad.

Interpretacion geométrica de las operaciones

Propiedad: sumar es trasladar y multiplicar es girar

Si representamos los complejos como vectores del plano, la suma z + w se obtiene
con la regla del paralelogramo: es una traslacién. Multiplicar por r, estira el vector
multiplicando su longitud por 7 y lo gira un dngulo a. En particular, multiplicar por

i = 1ggo gira 90° en sentido antihorario, y tomar el conjugado es reflejar respecto del
eje real. Por eso los complejos son la herramienta natural para describir giros en la
informatica grafica y en la robdtica.

Ejemplo 8

Un punto P =2 + 3: gira 90° alrededor del punto C = 1 +i. ¢éDénde queda?

Trasladamos para que C sea el origen: P — C = 1 + 2i. Giramos multiplicando por %:
(1+ 2¢)i = —2 + i. Deshacemos la traslacién sumando C: =2 +i+ 1+ = —1+ 2. El

punto queda en —1 + 2i, y se comprueba que |P — C| = |(—1 + 2i) — C| = /5.

¢Sabias que? De numeros imposibles a numeros imprescindibles

Descartes llamé «imaginarios» a estos numeros en 1637, con cierto desprecio, y el
nombre se quedé. Fue Rafael Bombelli quien en 1572 escribié las primeras reglas para
operar con ellos, Euler introdujo el simbolo ¢ en 1777 y Gauss los representé como
puntos del plano a principios del siglo XIX. Hoy cualquier ingeniero de
telecomunicaciones trabaja a diario con ellos: cada vez que escuchas musica
comprimida en el mévil o ves una pelicula en streaming, un algoritmo basado en
ndmeros complejos, la transformada de Fourier, ha descompuesto la sefial en ondas.

El consejo de Otto

Suma y resta, en bindmica; multiplica, divide, eleva y haz raices, en polar.
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