Soluciones - Derivadas

Soluciones - Derivadas

Curso: 1 Bachillerato Ciencias

Solucion del ejercicio 1

18—0_18 6618 48

-0 .Entrely 3 h: 3-1 "~ 9

b. Son velocidades medias: 18 km/h en la primera horay 24 km/h entrela 1 hy las
3 h. La tasa de variacién media mide cuantos kilémetros se recorren, por término
medio, en cada hora.

c. Ha ido mas deprisa en el seqgundo tramo (24 km/h frente a 18 km/h). No podemos
conocer la velocidad exacta a las 2 h: haria falta la derivada, es decir, el limite de
las velocidades medias en intervalos cada vez mas pequenos.

a. Entre0Oy 1 h:

Solucion del ejercicio 2

a. f(1) =3 — 1= 2. Desarrollamos el cuadrado:
f(l+h)=3(1+h)2—(1+h)=3+6h+3h?>—1—h=2+5h+ 3h% Restando,
f(1+h) — f(1) = 5h + 3h2,

5h + 3h? h(5 + 3h)
h N h
véalido para h # 0. Asi desaparece la indeterminacién %.

c. Cuando h — 0, el término 3h se anula: lim,_,o(5 + 3h) = 5. Por tanto, f'(1) = 5: la
pendiente de la tangente en * = 1 es 5.

d. Con las reglas, f'(z) =6z — 1y f'(1) =6 — 1 = 5. Coincide con el resultado
obtenido por la definicion.

= 5+ 3h,

b. Dividimos entre h, sacando factor comun:

Soluciodn del ejercicio 3

a. Derivamos término a término con (z")" = nz"1: f/(z) = 1522 — 8z + 7. La
constante —2 tiene derivada nula.

b. Escribimos las potencias: g(z) = z'/2 + 3z~ Entonces
1 1 3
o) — = —1/2 —2 _ .
g(m)—Ew /23272 = Wz —ﬁ,deﬁnlda para x > 0.

1
c. La exponencial €” es su propia derivada y (Inz)’ = o h'(z) =e® — s

d. Usamos (senz)’ = cosz y (cosz)’ = —sen, y las constantes multiplicativas se
mantienen: k'(z) = 2cosz — sen .
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Solucion del ejercicio 4

a. Regla del productoconu =z +1yv =z —3;
f'=2z(x—3)+ (2> +1)-1=22%— 6z + 2>+ 1= 32 — 6z + 1. Se comprueba
desarrollando antes: f = z® — 322 + z — 3.
l-(z-1)—(z+1)-1 z-1-z-1 -2
(z—1)2 RS RV
siempre negativa: g decrece en cada intervalo de su dominio.

c. Regla del producto: A’ =1-e* + ze® = e*(1 + z), sacando factor comin €?,
. %om—lnxol 1—Inzx
d. Regla del cocienteconu =lnzxyv==2: k' = = =—3 duese

b. Regla del cociente: ¢’ = Es

anulaenx = e.

Solucion del ejercicio 5

a. La funcién exterior es u® y la interior u = 3z — 2, con u’ = 3. Derivamos la
exterior en la interior y multiplicamos por la derivada de la interior:
f' =53z —2)*-3=15(3z — 2)*.

2z
-2 = )
x2+1 z2+1

b. Exterior Inu e interioru =22 +1, conu' =2z: ¢ =

1
c. Exterior v/u, cuya derivada es 2\/_, e interior 4z + 1, con derivada 4:
u
o 4 _ 2
24z + 1 Viz + 1 \ \
d. Exterior e* e interior —z?2, con derivada —2z: k' = e " - (—2z) = —2ze ",

Solucion del ejercicio 6

a. f(2) =8 —-6+1=3, luego el punto es (2,3). Como f'(z) = 3z> — 3, la pendiente
es f'(2) =12-3 =09,

b. y—3=9(z — 2), es decir, y = 9z — 15,

X

9 +

d. Se anula la derivada: 3z —3 = 0 = z = %1, Los puntos son (1,—1) y (-1, 3).

N
o 83

c. La pendiente de la normal es —%: y—3 = —%(m — 2), es decir, y = —

Solucion del ejercicio 7

a. s(4) = —64 4 144 = 80 km. La velocidad media es la distancia entre el tiempo:
8 —
1 = 20 km/h.
b. La velocidad instantdnea es la derivada: v(t) = —3t% + 18t. Entonces
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v(2) = —12+ 36 = 24 km/h y v(4) = —48 + 72 = 24 km/h: en esos dos instantes
va igual de rapido.

Derivamos la velocidad: v'(t) = —6t + 18 = 0 da t = 3. Como v = —6, es un
maximo: v(3) = —27 + 54 = 27 km/h a las 3 horas.

. La aceleracién es a(t) = v'(t) = —6t + 18. Parat = 2, a = 6 > 0: |a velocidad

aumenta, el ciclista acelera. Parat = 4, a = —6: |la velocidad disminuye, frena.
Coincide con que el maximo de velocidad esta en t = 3.

Solucidn del ejercicio 8

. C(100) = 0,02 - 10000 + 300 + 500 = 200 + 300 + 500 = 1000 €. Coste medio:

1000 : 100 = 10 €/kg.

C'(z) = 0,04z + 3, de modo que C'(100) =4 + 3 = 7 €/kg.

Mide el coste aproximado de fabricar un kilogramo mas cuando ya se producen
100. Exactamente, C(101) — C(100) = 1007,02 — 1000 = 7,02 €. La derivada (7
€) es una buena aproximacién.

. 0,04z + 3 =11 = 0,04z = 8 = = = 200 kg.

Solucion del ejercicio 9

Q0N oo

P(0) = 1000. P(2) = 1000e%® ~ 1822 bacterias.

Por la regla de la cadena, P'(t) = 1000e%% . 0,3 = 0,3 P(t).

P'(2) = 0,3 -1822,1 ~ 546,6 bacterias por hora.

Cuantas mas bacterias hay, mas rapido aumenta la poblacién: cada hora crece
aproximadamente un 30 % de lo que hay en ese instante. Es el rasgo tipico del
crecimiento exponencial.

Solucion del ejercicio 10

a.

b.

f(e) =lne =1, asi que el punto es (e, 1). Como f'(z) = <, la pendiente de la
tangente es f'(e) = L.

e

La tangente esy — 1 = L(z —e¢), esdecir, y= % —1+1= % Paraz =0se
obtiene y = 0, luego pasa por el origen.
La normal es perpendicular a la tangente, asi que su pendiente es la inversa

cambiada de signo: —e. Su ecuacién es y — 1 = —e(x — e), es decir,
2
e +1 1
y=—ex+e’+1.Cony=0:z= ——=et— ~ 3,09. Corta al eje OX en

(e+ %, O).

Solucion del ejercicio 11
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. f(1) =2ylim, ,;- f = 2. Hace falta lim, ,;+(az +b) =a+ b= 2.

Por la izquierda f'(z) = 2z, luego f'(17) = 2. Por la derecha f'(z) = a. Debe ser
a=2,

Dea=2ya+b=2resultab=0. La funciénes f(z) =z>+1siz <1y

f(z) =2z siz>1.

.Cona=3,b=—-1:a+b=2, es continua. Pero f'(17) =2 # 3= f'(1%), asi que

tiene un punto anguloso y no es derivable en 1.

Solucion del ejercicio 12

fl(z) =322 - 122 +9=3(x—1)(x—3).Seanulaenz =1y z = 3.

Signo de f': positivo en (—o0,1), negativo en (1, 3) y positivo en (3, +00). Crece
en (—o0,1) U (3,4+00) y decrece en (1, 3).

Maximo relativo en (1,5) (de creciente a decreciente) y minimo relativo en (3,1).

. f(0) =1y f(4) =64 —96+ 36 + 1 = 5. Comparamos los valores f(0) =1,

f(1) =5, f(3) =1y f(4) = 5: el maximo absolutovale5 (enz =1yenxz =4)y
el minimo absoluto vale 1 (enz =0y en z = 3).

Solucidn del ejercicio 13

a.
b.

Derivamos dos veces: f'(z) = 3z? — 12z + 9y f"(z) = 6z — 12.

Donde f” > 0 |a gréfica es cdncava hacia arriba (convexa) y donde f”, hacia
abajo. Como 6z — 12 > 0 <= z > 2, se curva hacia arriba en (2, +00) y hacia
abajo en (—o0,2).

En ¢ = 2 |la segunda derivada se anula y cambia de signo, y

f(2) =8 — 24 + 18 + 1 = 3. El punto de inflexién es (2, 3).

. Criterio de la segunda derivada: f”(1) = —6, luego en x = 1 hay un maximo;

f"(3) =6 >0, luego en = 3 hay un minimo. Es coherente con el estudio de la
monotonia.

Solucion del ejercicio 14

e noCo

El lado paralelo mide 240 — 2z. El drea es A(z) = (240 — 2z) = 240z — 222,

Las longitudes deben ser positivas: * > 0y 240 — 2z > 0, es decir, 0.

A(x) =240 — 4z =0= 2 = 60 m.

Dimensiones: 60 m por 240 — 120 = 120 m. Area: 60 - 120 = 7200 m?2. Es maximo
porque A”(z) = —4 (también A crece antes de 60 y decrece después).

Solucion del ejercicio 15

a.

La base es un cuadrado de lado 30 — 2z y la altura es z: V(z) = (30 — 2z)?, con
0.
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. V'(z) = (30 — 2z)2 + - 2(30 — 2z)(—2) = (30 — 2z)(30 — 6z). Se anula en = = 15
y en £ = 5. Solo * = 5 estd dentro del intervalo.

. Paraz =5V =5-20% = 2000 cm®. Es maximo porque V' > 0sizy V'sib5.

. La ldmina tiene 900 cm? y cuesta 900 - 0,004 = 3,60 €. Las cuatro esquinas suman
4-25 =100 cm? de desperdicio.

Solucion del ejercicio 16

330
a. V=nr?h=330=h=""
™ 330 660
b. S = 2nr? + 27rh = 21r? 4 271 - — = 2mr? 4 —.
r r
, 660 3 1 o
c. §'(r) = 4mr — = 0=17° = — =T 3,74 cm. Es minimo porque
S"(r) = 4m + 15’% > 0.
330
h=———— =749 cmy S~ 264,4 cm®. Resulta h =~ 27: |a lata 6ptima es tan
- 3.745

alta como el didmetro de su base.

Solucion del ejercicio 17

a. Entre 12 € y 20 € el precio sube 8 € y la demanda baja de 152 a 120 tartas, 32

menos: pendiente —4 por euro. Con p = 12: 200 — 48 = 152; con p = 20:
200 — 80 = 120; con p = 30: 200 — 120 = 80; con p = 40: 200 — 160 = 40. Coincide
con la tabla.

b. I(p) = p(200 — 4p) = 200p — 4p?, I'(p) = 200 — 8p = 0 = p = 25 €. Ingresos:

25-100 = 2500 €.

. B(p) = (p — 10)(200 — 4p) = —4p? + 240p — 2000,

B'(p) = —8p+ 240 = 0 = p = 30 €. Beneficio: 20 - 80 = 1600 €.

. Con 25 € ingresa mas (2 500 €), pero su beneficio es 15 - 100 = 1500 €, menor
que 1 600 €. Al subir el precio vende menos tartas y gasta menos en
ingredientes: lo que cuenta es el beneficio, no los ingresos.

Solucion del ejercicio 18

f(1) =2y f'(z) =22 — 4, f'(1) = —2. Tangente: y — 2 = —2(xz — 1), o sea

y = —2z + 4. Cortes: (0,4) y (2,0).

. Tridngulo rectdngulo de catetos 2 y 4: drea = % = 4 unidades cuadradas.

. Pendiente 2: 2z —4 =2 = z = 3; f(3) = 2. Tangente: y — 2 = 2(x — 3), es decir,
y =2z — 4,

. La pendiente deberfaser —+:2z —4=-1=z2=1 yf(3) =8 —74+5=1T,

Si existe: el punto (%, i—g)
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Solucion del ejercicio 19

a. v(t) = 20 — 10¢. La velocidad inicial es v(0) = 20 m/s hacia arriba.

b. v(t) =0=1t=2s. h(2) = 1,5+ 40 — 20 = 21,5 m. Es maximo, pues h” = —10,
20 + /400 + 30

c.5t2—20t—15=0=1¢= 0 . La solucién positiva es t = 4,07 s.

d. v(4,07) = 20 — 40,7 ~ —20,7 m/s. Pasando a km/h: 20,7 - 3,6 ~ 74,5 km/h. El signo
negativo indica que el cohete va hacia abajo.

Solucion del ejercicio 20

a. f'(z) = 322 + 2azx + b. Condiciones: f'(-1) =3—-2a+b=0y
F'(3) =27+ 6a+b=0.
b. Restando: 24 + 8a = 0 = a = —3, y entonces b = —9. Resulta
f(z) =23 — 322 -9z + 1,
c. f(=1)=—-1-3+9+1=6 (maximo) y f(3) = 27 — 27 — 27 + 1 = —26 (minimo).
d. f"(x) =6x—6 =0= x =1, que es el punto medio de —1 y 3. Es una propiedad
de todas las cubicas.

maths-pdf.com 6/6



