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Apuntes - Funciones definidas a trozos

Curso: 1 Bachillerato Ccss

Muchas magnitudes cambian de regla segun la cantidad: las tarifas de agua o de luz, los
tramos de impuestos, las comisiones de ventas o el precio de un envio. Las funciones
definidas a trozos las describen con una expresién distinta en cada tramo.

Actividad de introduccion: la factura del agua cambia con el consumo

Mira el recibo del agua de tu casa. Es probable que no pague lo mismo por cada metro
cubico: los primeros metros cubicos son baratos y, a partir de cierto consumo, el
precio sube para penalizar el derroche. Lo mismo ocurre con los impuestos sobre la
renta, con las tarifas de teléfono, con el alquiler de bicicletas o con el taxi. En todos
estos casos una sola férmula no basta para describir el precio: se necesitan varias,
una para cada tramo, cada una valida en un intervalo. Una funcién con este
comportamiento se llama funcion definida a trozos. Para estudiarla hay que saber
evaluarla, dibujarla, comprobar si tiene saltos y resolver ecuaciones teniendo en
cuenta a qué trozo pertenece cada solucion. El valor absoluto, que a primera vista
parece algo distinto, es también una funcidén a trozos, y las funciones escalén, con sus
saltos regulares, completan el repertorio.
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Qué es una funcion definida a trozos

Definicion: funcion a trozos

Una funcién definida a trozos usa expresiones distintas en intervalos distintos de su
dominio, por ejemplo

flz)={z+2 siz3

Regla: evaluar

Para calcular f(a) se mira e
tramo: f(0) = 2, f(2) =3,
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1. Dibuja cada tramo en su intervalo (recta, parabola...), calculando los valores en
los extremos.

2. Marca un punto relleno si el extremo pertenece al tramo (<, >) y un punto
vacio si no (, >).

3. Comprueba si los tramos se unen o dejan un salto en los puntos de cambio.

Calcula f(—2), f(1), f(3) y f(5) para la funcién anterior.
—3

f(—2) =0 (tramo 1). f(1) y f(3) =3 (tramo 2). f(5) = =5+ 6 =1 (tramo 3).

Continuidad en los puntos de unidén

Definicidon: continuidad y salto

De forma intuitiva, una funcién es continua en un punto si su grafica se dibuja
pasando por él sin levantar el [dpiz. En un punto de cambio £ = a se comparan los
valores de las dos expresiones: si coinciden con f(a) hay continuidad; si no, hay un
salto.

Método: hallar un parametro para que sea continua

Calcula el valor de cada expresion en el punto de unién.
Iguala los dos valores.

Resuelve la ecuacién para el parametro.

Comprueba el resultado.

o) 9 0 L

f(x)=\begin{cases}x~2-1 & x. Halla k para que sea continua.
22 — 1 =2k — 3, es decir, 3 = 2k — 3, luego k = 3.
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Ejemplo 3: salto

(x):{2w+1 r<1

z+3 m>1enm=1.

Por la izquierda: 3. Por la derecha: 4. Son distintos: discontinuidad de salto.

Valor absoluto

Definicion: valor absoluto

|z| =z siz >0y |z| = —z si . Es una funcién a trozos con grafica en forma de «V».
Para | — 2|, el cambio ocurreenz =2:valexz —2siz > 2y 2 —z si .

Regla: ecuaciones con valor absoluto

|A| =k con k > 0 equivalea A=k o A= —k. Y |A| equivale a —k.

Ejemplo 4

Resuelve |2z — 4| = 6.
2 —4=6=>zx=502r—4=-—-6=2x=—1.

Tarifas por tramos y escalones

Ejemplo 5: tarifa de agua

6 € fijos mas 0,50 € por m3 hasta 10 m3, y 0,90 € por cada m? que exceda de
10. Coste de 18 m3,

C(z)=6+0,52si0<z<10y C(z) =11+ 0,9(x — 10) si « > 10. Ambos tramos
valen 11 € en z = 10: continua. C(18) =11+ 0,9 - 8 = 18,20 €.

Ejemplo 6: impuestos por tramos

Impuesto ficticio: 19 % de los primeros 12 000 €, 24 % de lo que pasa de 12
000 hasta 25 000 y 30 % del resto. Cuota de 30 000 €.
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2280 4 13000 - 0,24 + 5000 - 0,30 = 2280 + 3120 + 1500 = 6900 €. Cada tipo se aplica
solo a su tramo.

Observacion: funcion escalon

Una funcidn escaldn es constante en cada tramo, como un aparcamiento que cobra
1 € por hora o fraccién. Sus graficas tienen saltos, y los puntos vacios y rellenos
indican a qué escaldn pertenece cada extremo. La tarifa de envios de un paquete, que
cambia de golpe al pasar de peso, es discontinua; el coste de un consumo por tramos
con cuota fija suele ser continuo, porque cada tramo empieza donde acaba el anterior.

Dominio, recorrido y monotonia

Propiedad

El dominio es la unién de los intervalos de los tramos y el recorrido se obtiene uniendo
los valores de cada tramo. Para estudiar crecimiento y decrecimiento se analiza cada
tramo por separado. En la funcién inicial, crece en (—o0,1), es constante en [1,3] y
decrece en (3,400); su maximo es 3 y el recorrido es (—o0, 3].

Método: resolver

1. Plantea la ecuacién en cada tramo por separado.
2. Comprueba que cada soluciéon pertenece al intervalo de su tramo.
3. Descarta las que caen fuera.

Resuelve f(z) = 1 para la funcién inicial.

Tramol:x+2=1= z = —1, cumple 2. Tramo 2: 3 = 1, imposible. Tramo 3:
—x+6=1= =25, cumple z > 3. Soluciones: z = -1y x =5,

iAtencion!

e No uses una expresiéon fuera de su intervalo ni dos tramos a la vez en un
extremo.

e En tarifas por tramos, no apliques el precio del ultimo tramo a toda la cantidad.

* En |z| = a no olvides la solucién negativa.

Ampliacion: como se lee y se dibuja una funcion a trozos

Una funcién a trozos se lee de arriba abajo mirando cada férmula junto con su condicién.
Antes de sustituir un valor hay que decidir a qué condicién pertenece, y solo entonces se
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aplica la férmula. Los extremos de los intervalos son el punto critico del problema: las
desigualdades estrictas (<, >) dan un punto vacio en la grafica y las no estrictas (<, >)
dan un punto lleno. Conviene calcular siempre dos valores en cada punto de unién: el que
da el trozo de la izquierda y el que da el trozo de la derecha. Si coinciden, la gréfica no se
interrumpe; si no, hay un salto.

Método: estudiar la continuidad de una funcion a trozos

1. Las funciones elementales de cada trozo (polinomios, valores absolutos) son
continuas en el interior de su intervalo, asi que solo hay que revisar los puntos
de unién.

2. En cada punto de unién = a, calcula f(a), el limite por la izquierda y el limite
por la derecha.

3. Si los tres valores coinciden, la funcion es continua en a; si los limites laterales
son distintos, hay una discontinuidad de salto (finito si ambos existen); si los
limites coinciden pero f(a) es distinto, la discontinuidad es evitable.

4. Si hay un parametro, iguala los dos limites y resuelve la ecuacién para hallarlo.

Ejemplo 8

Halla k y m para que .’ ‘ sea continua en toda la

recta.

En z = 0: el limite por la izquierda es 0 +1 = 1y el valor del trozo central es

k-0+m =m, luego m = 1. En z = 2: el limite por la izquierda es 2k +m =2k + 1y
por la derecha 22 — 1 =3, luego 2k +1 =3y k= 1. Comprobamos: f(z) =z + 1 en el
centro, que enlaza con z + 1 a la izquierda y con 3 a la derecha. La funcién es
continua en toda la recta.

Ampliacidn: tarifas, impuestos y funciones escalén

En los modelos econémicos conviene distinguir dos situaciones. En un tramo progresivo
(impuesto sobre la renta, tarifa del agua o de la luz) cada precio se aplica solo a la parte
de la cantidad que cae en ese tramo; la funcion resultante es continua, con pendientes
crecientes o decrecientes. En un precio por escalones (aparcamiento, tarifa por hora
entera, envio por peso) el precio se mantiene constante en tramos y salta de golpe; la
funcién es discontinua. Una confusién muy habitual es aplicar el precio del dltimo tramo a
todo el consumo, lo que daria una funcién discontinua donde no debe serlo.

Ejemplo 9

Un servicio de mensajeria cobra 5 € si el paquete pesa hasta 1 kg, 8 € si
pesa mas de 1 kg y hasta 3 kg, y 12 € si pesa mas de 3 kg. Calcula el coste
de paquetes de 0,5 kg, 1 kg, 2,5 kg y 3,2 kg y describe la grafica.

Con 0,5 kg y con 1 kg se paga 5 € (el 1 pertenece al primer tramo); con 2,5 kg, 8 €;
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con 3,2 kg, 12 €. La grafica es una funcién escalén: tres segmentos horizontales a
alturas 5, 8 y 12, con el punto lleno en el extremo derecho de los dos primeros tramos
y el punto vacio en el extremo izquierdo del siguiente. Los saltosenz =1y z = 3 son
de3€yde4&£.

Ampliacion: ecuaciones con valor absoluto

Regla: valor absoluto en ecuaciones e inecuaciones

e |[u| =cconc>0equivaleau=cou=—¢sic=0,solou=0;sic<0,no
tiene solucién.

e |u| < cequivale a —¢ < u < ¢ (un intervalo acotado).

e |u| > c equivale au > co u < —c (dos semirrectas).

o |u| = |v| equivaleau=vou=—v.

Ejemplo 10

Resuelve |z — 4| =2z — 1.
Debe cumplirse 2z — 1 > 0, es decir, * > 0,5. Primer caso: £ — 4 = 2z — 1 implica
T = —3, que no cumple z > 0,5 (se descarta). Segundo caso:

5
z—4=—-(2z—-1)=-2x+1implica3z =5,z = 5 1,67, que si cumple.

5
Comprobamos: [1,67 — 4| = 2,33y 2-1,67 — 1 = 2,33. La Unica solucién es ¢ = 3

Errores muy comunes con funciones a trozos

e Sustituir el valor en la férmula equivocada: primero se decide el tramo.
e Aplicar el precio del tramo superior a todo el consumo en lugar de solo a la parte

que lo excede.
¢ Olvidar comprobar que las soluciones obtenidas en un trozo pertenecen a ese

trozo.

e Dibujar un punto lleno en ambos lados de un punto de unién cuando solo uno de
los trozos lo incluye.

e Dar |a — b| = a — b sin comprobar el signo, o escribir |z| = —z sin indicar que
solo vale para ¢ < 0.

¢Sabias que?

La notacién |z| para el valor absoluto fue introducida por el matematico aleman Karl
Weierstrass en 1841. Aunque a veces se escribe con barras como si fuese «borrar el
signo», su significado es en realidad la distancia al cero, y por eso |a — b| es la
distancia entre los nimeros a y b en la recta. Esta idea de distancia es la base de la
definicion de limite, que veras en el tema siguiente.
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El consejo de Otto

Antes de representar, calcula siempre el valor de cada expresién en los puntos de
cambio. Si los dos niumeros coinciden, la grafica se une; si no, habra un salto.
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