Soluciones - Derivadas

Soluciones - Derivadas

Curso: 1 Bachillerato Ccss

Solucion del ejercicio 1

a. Sustituimos en la féormula: f(1) =1 -3 = —-2; f(3) =9 -9 = 0;
f(4) =16 —12 =14,
b. La TVM es el cociente entre la variacién de la funcién y la de la variable. En [1,4]:
4—-1 3 2
c. El valor 2 es la pendiente de la recta secante que une los puntos (1,—2) y (4,4)
de la gréfica: en promedio, la funcién sube 2 unidades por cada unidad que
avanza T.
d. fA+h)=(1+h)2-3(1+h)=h>-h—2.TVM
h? —h—2—(-2) h? —h
N h  h
derivada f'(1).

=2.En

=h — 1. Cuando h — 0 se acerca a —1, que es la

Solucion del ejercicio 2

a. Formamos el cociente incremental:
(3+h)>—9 9+6h+h*—9  6h+h?
h N h N h
tiende a 6, luego f'(3) = 6.
b. Aparece una indeterminacién %; multiplicamos y dividimos por el conjugado

VAT 42 Vith-2  (4+h) -4 1
' h h(VA+h+2) VA+h+2

= 6 + h. Al tender h a 0 el cociente

1
— Z' Por tanto,

1

f'4) =7
5(a+h) —2— (ba —2) 5h _
C. 3 = W = 5. La derivada vale 5 en todos los puntos, lo que

coincide con la pendiente de la recta y = 5z — 2.

Solucidn del ejercicio 3
a. Derivamos término a término con la regla de la potencia (z")" = nz™ 1
f'(z) = 1223 — 622 + 5. El término constante —7 tiene derivada nula.

b. Primero escribimos las raices y fracciones como potencias:

2 2
g(x) = 4z'? + 272 — 2z. Entonces ¢'(z) =227 /2 - 2273 — 2=~ — — — 2,

N
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Soluciones - Derivadas

C.

d.

1 1 x> 5
Del mismo modo, h(z) = Ea:?’ —5z71 49, luego A/ (z) = 53;2 1L hr 2 = - + —

Sustituimos en las derivadas: f'(1) =12—-6+5=11y

9 9 1 33
)=2_ 2 91— _9-__2
9@ =55 32 32

Solucion del ejercicio 4

L]

N
[}
L]
L]

a.

b.

C.

d.

Regla del producto (uv)' = u'v + wv’ conu—x2+1yv—3x—2
f'=2zB8z—2)+ (22 +1)-3 = 62> — 4z + 322 + 3 = 9z — 4z + 3.

Regla del cociente (%)’ = 2w,
, 2x—-3)-(2z+1)-1 22-6-2x-1 -7 . ,
g = @3 R P el s Es siempre negativa,

asi que g decrece en cada intervalo de su dominio.

Es méas cémodo escribir h = z - z'/2 = 2%/2 y aplicar la regla de la potencia:
3 3

B == 172 _ 2 .
2" Ve

Desarrollando, f = 3z% — 222 + 3z — 2, y derivando término a término,
f' = 92% — 4z + 3. Coincide con el apartado a).

L]

N
]
]
]

Solucion del ejercicio 5

a.

b.

C.

La funcién exterior es la potencia cuarta y la interior 3z2 — 1, cuya derivada es 6z
 f = 4(32% — 1)3 - 62 = 242(3z% — 1)3,
La derivada de e¥ es e“ - u'; aqui u = 2z y u’ = 2:; g’ = 2e**
_ u’ 5 , 2z
La derivada delnues —; conu =2+ 1: h' = 3 .
Uu v+ 1

. Combinamos producto y cadena, sabiendo que (e %) = —e™*:

E=1-e®+z - (—e*) =(1—x)e ™. Sacar factor comun e~* facilita estudiar el
signo.

Solucion del ejercicio 6

L]

N
]
]
]

a.
b.

C.

d.

Regla de la potencia: f'(z) = 3z% — 3.
Necesitamos el punto y la pendiente: f(2) =8 —-6=2y f'(2) =12—-3=09. La
tangente es y — f(2) = f'(2)(z — 2), es decir,y—2=9(z — 2), o sea, y = 9z — 16

La tangente es horizontal cuando su pendiente es 0: 32> —3 =0, luegoz®> =1y
r=1ox=-—1.

Enz=1: f(1)=1-3=-2,ylatangenteesy = —2.Enx = —1:

f(=1) = —-1+43 =2, y la tangente es y = 2. Son rectas horizontales que tocan la
curva en un minimo y en un maximo relativos.
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Solucion del ejercicio 7

a. s(0) =0y s(4) =32+ 12 = 44 m. La velocidad media es la TVM de s:

1 11 my/s.
b. La velocidad instanténea es la derivada: s'(t) =4t +3.Ent =4:4-4+3 =19
m/s.

c. La velocidad media (11 m/s) promedia todo el intervalo; la instantdénea ent =4
(19 m/s) es mayor porque el coche acelera: al final va mas rapido que la media.

d. lgualamos la derivada a 15: 4t + 3 = 15, luego 4t =12y t = 3 s. A los 3 segundos
el coche circula a 15 m/s.

Solucion del ejercicio 8

a. Sustituimos g = 100:

C(100) = 0,02 - 10000 + 500 + 300 = 200 + 500 + 300 = 1000 €. Producir 100
bicicletas cuesta 1 000 €.

b. El coste marginal es la derivada del coste: C'(q) = 0,04¢+ 5, y
C'(100) =4+ 5 =9 € por unidad.

c. C(101) = 0,02 -10201 + 505 + 300 = 204,02 + 505 + 300 = 1 009,02 €. La unidad
101 cuesta C(101) — C(100) = 9,02 €, practicamente lo mismo que el coste
marginal.

d. El coste marginal indica cuanto cuesta aproximadamente fabricar una unidad
mds cuando ya se producen 100: unos 9 €.

Solucion del ejercicio 9

1
a. 1(20) =60-20 — 5 -400 = 1200 — 200 = 1000 €. Vendiendo 20 pares se ingresan

1 000 € a la semana.

b. Derivamos: I'(¢q) = 60 — g, y I'(20) = 40 € por par. Vender un par mas aumenta
el ingreso en unos 40 €.

c. Resolvemos 60 — g = 0, de donde g = 60 pares.

d. Para g < 60 el ingreso marginal es positivo y el ingreso crece; para g > 60 es

negativo y el ingreso baja. Con ¢ = 60 se alcanza el ingreso maximo,
I(60) = 3600 — 1800 = 1800 €.

Solucidn del ejercicio 10

a. En 2020, t = 0: P(0) = 1000 e = 1000 habitantes. En 2030, t = 10:
P(10) = 1000 e%® = 1000 - 1,3499 ~ 1350 habitantes.
P(10) — P(0) _ 1350 — 1000

b. TVM = ——0"0 10

= 35 habitantes por afio, de media.

maths-pdf.com 3/7



Soluciones - Derivadas

c. Por la regla de la cadena, P'(t) = 1000 - 0,03 %% = 30 %% En 2030:
30 - 1,3499 ~ 40,5 habitantes por afio, mas que la media porque la poblacién
crece cada vez mas deprisa.

d. P'(t) = 30e%% = 0,03 - 1000 %% = 0,03 P(t). El ritmo de crecimiento es
proporcional a la poblacién: cada afo crece un 3 % de los habitantes que hay.

Solucion del ejercicio 11

a. fllz) =322 - 122 +9=3(z>-42+3)=3(z—1)(z —3). Seanulaenz =1y
x = 3.

b. En (—00,1) pruebo z = 0: f'(0) =9 > 0. En (1, 3) pruebo z = 2: f'(2) = -3 < 0.
En (3,00) pruebo z = 4: f'(4) =9 > 0.

c. Crece en (—o0,1) U (3,00) y decrece en (1, 3).

d. En z = 1 pasa de crecer a decrecer: maximo relativo (1,4). En z = 3 pasa de
decrecer a crecer: minimo relativo (3,0).

Solucion del ejercicio 12

a. B(10) = —100 + 600 — 500 = 0 y B(50) = —2500 + 3000 — 500 = 0. En ambos
casos el beneficio es nulo: son los umbrales de rentabilidad.

b. B'(q) = —2q + 60. Resolvemos —2q + 60 = 0 y obtenemos g = 30.

c. B >0siqg<30y B’ <0siqg> 30: el beneficio crece y luego decrece, asi que
hay un maximo. B(30) = —900 + 1800 — 500 = 400 €, que se obtiene con 3 000
desayunos.

d. Factorizamos B(q) = —(¢ — 10)(¢ — 50), que es positivo entre las raices: para
10 < g < 50, es decir, de 1 000 a 5 000 desayunos al mes.

Solucion del ejercicio 13

a. Al salir de las manos = 0: y(0) = 2 m.

b. ¥'(z) = —0,2z + 0,8 y ¥'(0) = 0,8: el balén sale con una pendiente de 0,8, es
decir, sube 0,8 m por cada metro que avanza.

c. Resolvemos ¥'(z) = 0: —0,2z + 0,8 = 0, luego £ = 4 m. Como ¥’ pasa de positiva
a negativa, es un maximo: y(4) = —1,6 + 3,2 + 2 = 3,6 m. El balén alcanza 3,6 m
a 4 m del lanzamiento.

d. y(2)=-04+16+2=32yy'(2) =-0,4+ 0,8 =0,4. Tangente:
y—3,2=0,4(x — 2), es decir, y = 0,4z + 2,4,

Solucion del ejercicio 14

a. c(l)=——=4mg/Lyc(4) = = 4 mg/L. La concentracion es la misma

16 + 4
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en los dos instantes, asi que entre ellos debe alcanzarse un maximo.
20(t* +4) —20t- 2t 80 — 20t

(t2+4)2 o (t2+4)2 :
c. Igualamos el numerador a 0: 80 — 20t = 0, luego t> =4y t = 2 h (la solucién —2

b. Regla del cociente: ¢/(t) =

40
no tiene sentido). ¢(2) = 3 9 mg/L es la concentracién maxima.

d. El denominador es positivo, asi que el signo lo da 80 — 20¢%: positivo sit < 2y
negativo si t > 2. La concentracién aumenta en (0, 2) y disminuye para t > 2.

Solucion del ejercicio 15

a. Malla: 2z + y = 200, luego y = 200 — 2z. Superficie
S(z) = (200 — 2z) = 200z — 222, Dominio: 0 < = < 100.

b. S(20) =20 - 160 = 3200; S(40) = 40 - 120 = 4 800; S(50) = 50 - 100 = 5 000;

S(70) = 70-60 = 4200; S(90) = 90 - 20 = 1 800.

c. S’(z) =200 — 4z = 0 implica z = 50.

d. Para z = 50: y = 200 — 100 = 100 m. Superficie: 50 - 100 = 5000 m?2. Es maximo
porque S’ > 0siz <50y S’ <0siz > 50 (o porque S es una pardbola con
coeficiente —2 < 0).

e. Con tres lados iguales, 3z = 200, x = 66,67 m: S = 66,672 = 4444,4 m2. Es menor
que 5 000 m?, asi que no es lo 6ptimo.

Solucion del ejercicio 16

a. Altura z; base de (30 — 2z) por (20 — 2z) cm. Debe ser 0 < z < 10.

b. V(z) = (30 — 22)(20 — 2z) = 4z* — 10022 + 600z.

c. V'(z) = 122% — 200z + 600 = 0, que simplificada es 3z? — 50z + 150 = 0,

50 ++/2500 — 1800 50 + 26,46

6 B 6

dominio) o £ = 3,92 cm.

d. Con z = 3,92; base 22,15 por 12,15 cm y altura 3,92 cm.
V =392-2215-12,15 = 1056 cm?®.

e. V(3)=3-24-14=1008 cm3y V(5) =5-20-10 = 1000 cm?>. Ambos son
menores que el maximo (unos 1056 cm?).

Formula: ¢ = , es decir, x = 12,74 (fuera del

Solucion del ejercicio 17

m |
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C. implica ¢% = 400, luego q = 20 (solo la solucién positiva).

d. € por cada cien folletos. Coste total: C'(20) = 400 + 200 + 400 = 1 000
€, que es 50 - 20.

e. C'(q) =2q+ 10y C'(20) = 50, igual que . Es una propiedad general:

en el minimo del coste medio, el coste marginal es igual al coste medio.

Solucion del ejercicio 18

a. Ingreso = cantidad - precio: I(g) = ¢(100 — 0,5q) = 100q — 0,5¢>.

b. Restamos el coste: B(q) = 100q — 0,5q% — 20q — 400 = —0,5¢% + 80q — 400.

c. B'(¢) = —q + 80; resolvemos —q + 80 = 0 y obtenemos ¢ = 80. Es un maximo
porque B es una parabola con coeficiente principal —0,5 < 0.

d. B(80) = —3200 + 6400 — 400 = 2800 €. El precio es p(80) = 100 — 40 = 60 € por
mochila. La empresa debe fabricar 80 mochilas al mes.

e. I'(q) =100 — g da I'(80) = 20, y C'(q) = 20. Coinciden: en el éptimo, el ingreso
marginal es igual al coste marginal.

Solucion del ejercicio 19

a. ¢(0) = 0; c(1) = 10e %5 = 6,07; c(2) = 20e ! = 7,36; c(4) = 40e % = 5,41;
¢(6) = 603 = 2,99; ¢(10) = 1005 = 0,67,

1 t
b. c¢'(t) = 10e~*/2 4 10t - <—§>e_t/2 = 10e7t/? (1 - 5),

t
>0,seanulasil— 3= 0, es decir, t = 2 h. Concentracion maxima:

c. Como e /2

c(2) = 20e™! = 7,36 mg/L.

d. ¢/ >0sit<2(crece)yc <0sit>2(decrece).

e. ¢(10) = 0,67 mg/L, menor que 2. De hechoyaalas6 hes 2,99y alas 8 hes
80e~* = 1,47: baja de 2 mg/L entre las 6 y las 8 horas.

Solucidn del ejercicio 20

a. Debe cumplirse f(1) = —1:1+a+b= —1, es decir,a+b=—-2.Y f'(1) = 0:
3+2a+b=0, es decir, 2a + b = —3. Restando: a = —1 y b = —1. Entonces
f(z) =z3 — 2% —z.
1
b. f'(z) =3z -2z —1=(z—1)(3z+1). Raices:z =1y z = —3- Signo: positiva,
1
negativa, positiva. Maximo relativo en x = — 3 y minimo relativo en (1, —1).

c. f2)=8—-4—-2=2yf(2)=12—-4—-1="7.Tangente:y—2="T(x—2), es
decir, y = Tz — 12,
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d. Se necesita 3z2 — 2z — 1 = —2, es decir, 3z% — 2z + 1 = 0. El discriminante es
4 —12 = —8 < 0, asi que no tiene solucién: ninguna tangente tiene pendiente —2

4
(el valor minimo de f' es _E)'
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