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Losungen - Lineare Gleichungssysteme
und GauB-Algorithmus

Klasse: Studium 1 Semester

Losung zu Aufgabe 1

a) Aus der zweiten Gleichung £ = 1 4 y; eingesetzt: 2 + 2y + 3y =12, alsoy = 2, ¢ = 3.
Mit Matrizen: Z1 <+ Z», dann Z9 — 2Z;: 5y = 10. Probe: 6 +6 = 12,3 — 2 = 1.
L={(3,2)}

b) Zy —2Z;: =3y — 3z = —15,alsoy+2=05. 43 —3Z;: —Ty — z= —17. Dann

Zs+ 7 -(y+2=25):62=18, 2= 3. Riickwarts: y =2, x =8 —4 — 3 = 1. Probe:
3—-246=7.L=4{(1,2,3)}.

Erlauterung: Der Gaul3-Algorithmus erzeugt unterhalb der Diagonale Nullen, damit
die letzte Gleichung nur noch eine Unbekannte enthalt. Danach setzt man von unten
nach oben ein. Die Probe in einer Gleichung, die man beim Ruckwartseinsetzen nicht
benutzt hat, deckt Rechenfehler zuverlassig auf.

Losung zu Aufgabe 2

a) Zy —47Z, = (0,-3,—-6), Z3 — 7Z; = (0,—6,—12); danach Z3 — 2Z5 = (0,0,0). Zwei
Stufen: Rang 2.

b) Zs — Z1 = (0,—1,1); Zs + Z> = (0,0,2). Drei Pivotelemente: Rang 3 (die
Determinante ist 2 # 0).

c) Alle Zeilen sind Vielfache von (1, 2): nach Elimination bleiben zwei Nullzeilen, Rang 1

Erlauterung: Der Rang ist die Anzahl der Zeilen, die nach der Elimination nicht null
sind. Er gibt an, wie viele Gleichungen eines Systems wirklich unabhangig sind. Eine
quadratische Matrix hat genau dann vollen Rang, wenn ihre Determinante nicht
verschwindet.

Losung zu Aufgabe 3

a) Zo — Z1:y+2z=3. 23— 2Z;: y+ 2z = 4. Subtraktion: 0 = 1, ein Widerspruch.
Keine Lésung (rang A = 2, rang(A|b) = 3).

b) Jetzt liefert Z3 — 2Z; die Gleichung y + 2z = 3, die mit der zweiten Ubereinstimmt:
Nullzeile. Mit z=t:y=3—-2t,z=2—y—z=—-1+t. L={(—-1+¢ 3—-2t, t): t R}

c) a) Die drei Ebenen haben keinen gemeinsamen Punkt (je zwei schneiden sich in
parallelen Geraden). b) Die drei Ebenen schneiden sich in einer gemeinsamen Geraden
mit dem Richtungsvektor (1,—2,1).

Losung zu Aufgabe 4

a) Z2 —2Z, = (0,0, 3,3). Pivotelemente in Spalte 1 und 3; frei sind z3 und z4.
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b)xo =8, x4 =t x3=—t, 1 = —2s+x3 = —25 — L.

L ={s(-2,1,0,0)T +¢(-1,0,-1,1)T}; Basis (-2,1,0,0)%, (-1,0,—-1,1)T. Probe
zweite Gleichung fiir den zweiten Vektor: =24+ 0—-1+4+3 = 0.

c) Der Rang ist hochstens gleich der Anzahl m der Gleichungen. Mit n > m folgt
dimker A =n —rangA >n—m > 0.

Losung zu Aufgabe 5

a) Zy—2Z1: —y+32=2,alsoy=3z—2. Mitz=t: y= —2+ 3t,
r=1-—y+2z=3-2t Alsoz = (3,-2,0)T +¢(-2,3,1)T,

b) -2+ 3 —-1=0und —4+ 3+ 1 = 0. Der Vektor liegt im Kern.
c)l+1-1=1und2+1+1=4:ja. Ausz=t=1folgt (3 -2, -2+3,1) =(1,1,1).
Erlauterung: Die Lsungsmenge ist eine Gerade im Raum: ein Aufpunkt plus
Vielfache eines Richtungsvektors aus dem Kern.

Losung zu Aufgabe 6

a) Zz—2Zl:y—|—z:—1.Z3—Zl:y+(a—1)z:c—3. Dann Z3—Z2: (0—2)220_2.
b) Fiir @ # 2 eindeutig. Kontrolle:det A=1-(5a —9) —2-(2a—3)+1-(6 —5) =a — 2

c) Fira=2mussc=2sein.Dannz=t,y=—-1—t, =3 —2y— z=>5-+1t. Probe mit
t=0:5—-2=3,10—5=5,5—3=2. Fir ¢ # 2 gibt es keine Lésung.

Erlauterung: Entscheidend ist die letzte Zeile der Stufenform. Steht dort ein
Koeffizient ungleich null vor z, ist die Losung eindeutig; verschwindet er, entscheidet
die rechte Seite zwischen keiner und unendlich vielen Lésungen.

Losung zu Aufgabe 7

a)2K+B+S5=17,30, K+2B+25=238,30,3K + B=17,50.

b) Aus der dritten Gleichung B = 7,50 — 3K. 2-erste—zweite: 3K = 6,30, also K = 2,10.
Damit B = 7,50 — 6,30 = 1,20 und S = 7,30 — 4,20 — 1,20 = 1,90. Probe Jonas:

2,10 + 2,40 + 3,80 = 8,30.

c)2-2,104+2-1,20 4 1,90 = 4,20 + 2,40 + 1,90 = 8,50 €. Wechselgeld: 1,50 €.
Erlauterung: Ein geschickter Weg spart Rechenarbeit: Die dritte Gleichung enthalt
nur zwei Unbekannte, und eine Kombination der ersten beiden eliminiert Brezel und
Saft gleichzeitig. Im Alltag erkennt man so aus wenigen Kassenbons die Einzelpreise.

Losung zu Aufgabe 8

a) Eisen: a = 2c¢. Sauerstoff: 2b = 3c. Mitc=2:a=4,b=3. 4Fe + 305 — 2Fe;03.
b)C:a=c. H:4a=2d.0:2b=2c+d. Mita=1:c=1,d=2,2b=4,b =2,

CH4 + 202 — COz + 2H20

c) Das System ist homogen; mit jeder Losung ist auch jedes Vielfache eine Losung. Der
Kern ist hier eindimensional. Man nimmt den kleinsten ganzzahligen positiven
Vertreter, weil Molekile nur ganzzahlig reagieren.
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Losung zu Aufgabe 9

a) A: x4 + 500 = z1 + 300. B: 1 + 200 = x5 + 400. C: x5 + 400 = x5 + 300. D:

x3 + 300 = x4 + 400,

b) Aus D: 3 = 100 +¢t. Aus C: z9 = x3 — 100 = t. Aus B: 1 = x2 + 200 = 200 + ¢. A ist
dann automatisch erfillt (die Summe aller Zu- und Abflisse ist jeweils 1400). rang = 3,
eine freie Variable.

c) Alle ; > 0 verlangt £ > 0. Minimum bei t = 0: ; = 200, z2 = 0, z3 = 100, 4 = 0.

d) x4 = 0 bedeutet t = 0: 200 Autos von A nach B, keine von B nach C, 100 von C nach
D. Die Sperrung ist moglich, ohne dass sich der Verkehr staut.

Losung zu Aufgabe 10

m |

b) Aus der dritten Zeile Is = I3, aus der ersten I = 21,. Eingesetzt: 415 + 41, = 12,
also Iy =13 =15Aund I; =3 A

oR=2+1=4Q I, = L2 =3 A Stimmt Gberein.

dP=12-3=36W.

Erlauterung: Die Knotenregel sagt, dass sich Stréme an einer Verzweigung aufteilen;
die Maschenregel, dass die Spannungen in jedem geschlossenen Umlauf zusammen
null ergeben.

Losung zu Aufgabe 11

a)h+n+r=513h+20n+ 3r =62, Th + 50n +r = 72,

b) det =1-(20 — 150) — 1- (13 —21) + 1 - (650 — 140) = 388 # 0: eindeutig. GauR:
Zo—13Z1: T — 10r = —3; Z3 — 7Z1: 43n — 6r = 37. Darausn=1,r =1, h = 3. Also
300 g Hafer, 100 g NUsse, 100 g Rosinen.

c)60-34+10-1470-1 = 260 g Kohlenhydrate.

d) Nein: Die Lésung ist eindeutig und enthalt » = 1 # 0. Mit 7 = 0 hatte das System mit
drei Gleichungen in zwei Unbekannten keine Lésung.

Losung zu Aufgabe 12

a)c=2,4a+2b+ c= 3,6, 16a + 4b+ c = 4.
b) Mit ¢ = 2: 4a + 2b = 1,6 und 16a + 4b = 2. Zweimal die erste von der zweiten
abziehen: 8a = —1,2,a = —0,15; b = 2508 — 11 y = —0,152% + 1,1z + 2,

c) Scheitel bei z = % ~ 3,67 m, Hohe y ~ 4,02 m.

d) y(6) = —0,15- 36 + 6,6 + 2 = 3,20 m: Der Ball fliegt etwa 15 cm tGber dem Korbring.
Drei Messpunkte bestimmen die Parabel exakt, Messfehler wirken sich deshalb stark
aus.
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Losung zu Aufgabe 13

a) 3g1 + 292 + g3 = 39, 291 + 392 + g3 = 34, g1 + 292 + 393 = 26.

b) Zeilen tauschen, sodass g1 + 2g2 + 393 = 26 oben steht. Zy — 2Z;: —gs — 593 = —18.
Zs —3Z1: —4g2 — 8g3 = —39. Dann Z3 — 4Zy: 1293 = 33, g3 = ]‘4—1 = 2,75. RUckwarts:

g2 =18 — 52,75 =4,25, g; = 26 — 8,5 — 8,25 = 9,25,

c) 27,75 + 8,5 4+ 2,75 = 39; 18,5 + 12,75 + 2,75 = 34; 9,25 + 8,5 + 8,25 = 26. Alle
stimmen.

Erlauterung: Der Zeilentausch zu Beginn bringt eine Zeile mit dem Koeffizienten 1
nach oben und vermeidet Brlche bei der Elimination. Die chinesischen Rechner
verwendeten auf ihrem Rechenbrett genau dieses Verfahren.

Losung zu Aufgabe 14

a)r+2y+2=35,2x+y+32=50,c+y+2z=25,

b) Erste minus dritte Gleichung: y = 10. Dann = + z = 15 und 2z + 3z = 40: z = 10,

x = 5. Es werden 5 Stick Pi, 10 Stlick P> und 10 Stiuck Ps gefertigt.

c) Danny =15, x + z = 10, 2z + 3z = 35: 2 = 15, * = —5. Eine negative Stickzahl ist
unmoglich: Bei voller Auslastung aller Maschinen gibt es keinen sinnvollen Plan, eine
Maschine muss Leerlauf haben.

Losung zu Aufgabe 15

a) ,b=1(1,3,4,4)T . rang A = 2, aber rang(A|b) = 3 (die Punkte liegen

nicht auf einer Geraden): unlésbar.
4 6 12

b) ATA = (6 14> (Anzahl, Y z;, > 2?), ATb = (23) (- Yi, Do Tiyi).

c) 4c + 6m = 12, 6¢c + 14m = 23. Determinante 56 — 36 = 20: c = 1818 — 15

m = 22 — 1. Ausgleichsgerade y = 1,5 + z.

d) » = (—0,5; 0,5; 0,5; —0,5), Quadratsumme 4 - 0,25 = 1. Die Abweichungen

summieren sich zu 0.

e) Das Polynom wurde auch die Messfehler genau nachbilden und zwischen den

Punkten stark schwingen. Die Gerade glattet die Fehler und beschreibt den Trend.

Losung zu Aufgabe 16

a)4T, =100+ Ty + T3, 4T5 = 100 + T, + Ty, 4T3 =T + Ty, 4Ty = T + T3.

b) Die Anordnung ist spiegelsymmetrisch zur senkrechten Mittellinie. Weil das System
eindeutig l6sbar ist, muss die Losung dieselbe Symmetrie haben.

OMitTy =Ty =u, T5 = T4 = v: 3u — v = 100 und 3v = u. Also 8v = 100, v = 12,5,

u = 37,5.

d)4-37,5 =150 =100+ 37,5+ 12,5; 4- 12,5 = 50 = 37,5 + 12,5, Alle vier Gleichungen
sind erfullt.

maths-pdf.com 4/6



o maths-pdf.com Lésungen - Lineare Gleichungssysteme und GauB-Algorithmus

e) —2‘37’512'12’5 = 25. Beide Mittelwerte stimmen Uberein - ein Zeichen fir das

Gleichgewicht der Warmeleitung.

Losung zu Aufgabe 17

a) x ~ 1,0001, y ~ 0,9999.

b) (1 — 10000)y = 2 — 10000, gerundet —1,00 - 10* y = —1,00 - 10*, also y = 1,00. Dann
0,000lz =1 —1 =0, also z = 0. Vollig falsch.

c) Zeilen tauschen: z +y = 2. Z» — 0,0001Z;: (1 — 0,0001)y = 1 — 0,0002, gerundet
1,00y = 1,00, y = 1,00, z = 2 — 1 = 1,00. Das ist auf drei Ziffern richtig.

d) Teilen durch 0,0001 vergroRert den Faktor auf 10 000. Die Information der zweiten
Gleichung geht beim Runden verloren, und der kleine Fehler in y wird beim
Rickwartseinsetzen mit 10 000 multipliziert.

Losung zu Aufgabe 18

a)Sarrus;det A=a+a+a—-a®>—-1—-1=—-a®+3a—2=—(a—1)%(a+2) (Probe
mit a = 0;: —2).

b) Fiira # 1 und a # —2 ist det A # 0: genau eine Ldsung.

c) Alle drei Zeilen lauten ¢ + y+ z = ... mit rechten Seiten 1,1, c. Fir ¢ = 1;

L ={(1—-s—t,s,t)}, eine Ebene. Fiir ¢ # 1: keine Lésung.

d) Die Summe der drei Zeilen der Koeffizientenmatrix ist 0. Losbar nur, wenn auch
1+1+c¢=0,alsoc= —2. Dann: Zy — Z; liefert -3y +32=0,y=2z=1t¢, und
r=1—-t+2t=1+¢ L={(1+t1t1t)}

e) Fir a = 1 ware das eine Division durch null. Man muss die Félle, in denen ein
Pivotausdruck verschwindet, gesondert behandeln.

Losung zu Aufgabe 19

a—lrb:%,b%—c:% a—lrc:%.

a)

b) Summe: 2(a + b+ ¢) = BEIHE = 3T 5156 6+ b+ ¢ = 2. Dann
sr 30 _ 7T -3 2 _ 17 4 _ 37 24 _ 13
120 ~ 120 — 120 3T 120 120 — 12000 T 120~ 120 120

o)A 22 ~7,06h B: 2 ~923h,C: 12 ~17,14 h,

d) 22 ~ 3,24 h, also etwa 3 Stunden und 15 Minuten.
e) Bei Flllzeiten t4,tp qgilt % + i = % - die Unbekannten stehen im Nenner. Erst die

o

Leistungen a = % machen das System linear.

Losung zu Aufgabe 20

a) A(CEl —+ t($2 — :1:1)) = Az, + t(A:Eg — Aml) =b+ t(b — b) =b. Da 3 — 21 7'é 0, sind
diese Punkte flir verschiedene t verschieden. Gibt es also mehr als eine Loésung, gibt es
unendlich viele. UJ

b) Eindeutigkeit bedeutet ker A = {0} (sonst wéare = + v eine zweite Lésung). Bei
quadratischem A folgt mit der Dimensionsformel rang A = n, also ist 4 invertierbar
und z = A 'c die einzige Lésung von Az = ¢, [
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c) Uber F3 gibt es nur die Lésungen (1,0) und (0, 1): genau zwei. Der Parameter t kann
nur 0 oder 1 sein; die Gerade hat nur zwei Punkte.

d) A% = # = b: ja. A(z1 + x2) = 2b: nur fir b = 0 eine Lésung. Lésungsmengen
inhomogener Systeme sind affine, keine linearen Raume.
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