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Lernzettel - Folgen und Grenzwerte

Klasse: Studium 1 Semester

Einstieg: Zenon und die Schildkréte

Achilles [duft zehnmal so schnell wie die Schildkrote, die einen Vorsprung von 100 m
hat. Wenn Achilles die 100 m gelaufen ist, ist die Schildkrote 10 m weiter, nach
weiteren 10 m ist sie 1 m weiter, und so fort. Zenon schloss daraus, Achilles konne die
Schildkrote nie einholen. Heute beschreiben wir die Situation mit einer Folge: Die
Abstande 100, 10, 1, 0,1, ... bilden eine Nullfolge, und ihre Summe ist endlich. Der
Begriff des Grenzwerts macht aus dem Paradoxon eine einfache Rechnung. Die
Analysis des ersten Semesters beginnt genau hier: mit der prazisen Frage, was es
heilSt, dass sich die Glieder einer Folge einem Wert beliebig genau nahern.

Folgen und die Epsilon-Definition

Definition: Folgen und die Epsilon-Definition

Eine Folge reeller Zahlen ist eine Abbildung N — R, n — a,, geschrieben (a)nen. Die
Folge konvergiert gegen a € R, wenn gilt:

Ve >03INeNVn>N: |a,—q

Man schreibt lim,_,» a, = a. Anschaulich: Ab einem Index N liegen alle Folgenglieder
in der e-Umgebung (a — €;a + €), egal wie klein € gewahlt ist. Eine Folge, die nicht
konvergiert, heilst divergent. Der Grenzwert ist, falls er existiert, eindeutig. Eine
Folge heiRt Nullfolge, wenn sie gegen 0 konvergiert; a, = a <= |a, —a| — 0.

Ein Beweis mit der Definition folgt immer demselben Muster: Rechnung auf Vorrat:
Man schatzt |a, — a| so ab, dass die Bedingung in eine Ungleichung fiir n (ibergeht,
und wahlt dann N passend (Archimedisches Prinzip).

Rechenregeln und wichtige Grenzwerte

Definition: Rechenregeln und wichtige Grenzwerte

Seien a, — a und b, — b. Dann gelten die Grenzwertsatze: a, = b, — a + b,
anb, — ab, ca,, — ca, und Z—Z — & falls b # 0 (und b, # 0). Bei Briichen aus

2n243n _ 243/n :
Tl = Tam? 2. Weitere

Polynomen kirzt man mit der h6chsten Potenz von n:
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Standardgrenzwerte: # — 0 firp > 0; ¢" — 0 fir |q|; ¥a — 1fira > 0; ¥n — 1;
(1 + %)n — e*: 7’:—,'1 — 0. Der EinschlieBungssatz (Sandwich-Satz): Gilt a, < ¢, < b,

fur fast alle n und a,, — a, b, — a, dann ¢,, — a. Bei Differenzen von Wurzeln erweitert
man mit der Summe (dritte binomische Formel).

Beschranktheit und Monotonie

Definition: Beschranktheit und Monotonie

Eine Folge ist beschrankt, wenn es S mit |a,| < S fir alle n gibt. Jede konvergente
Folge ist beschrankt; die Umkehrung ist falsch ((—1)"). Das Monotoniekriterium
sagt: Jede monoton wachsende, nach oben beschrankte (oder monoton fallende, nach
unten beschrankte) Folge konvergiert. Damit lassen sich rekursive Folgen behandeln:
Man zeigt Monotonie und Beschranktheit (haufig per Induktion) und berechnet den
Grenzwert aus der Fixpunktgleichung a = f(a). Ein Haufungspunkt ist der Grenzwert
einer Teilfolge; die Folge a, = (—1)" hat die Haufungspunkte 1 und —1 und ist daher
divergent. Nach Bolzano-WeierstraR besitzt jede beschrankte Folge eine
konvergente Teilfolge.

So gehst du vor: Grenzwert einer Folge bestimmen

1. Grenzwert raten (grolse n einsetzen).

2. Briche mit der héchsten Potenz von n kirzen; Wurzeldifferenzen mit der Summe
erweitern.

3. Grenzwertsatze und Standardgrenzwerte anwenden, notfalls EinschlieBungssatz.

4. Rekursive Folgen: Monotonie und Beschranktheit zeigen, dann a = f(a) 16sen.

5. Epsilon-Beweis: |a, — a| abschatzen und N in Abhangigkeit von € wahlen.

Beispiel 1 (Epsilon-Beweis)

Zu zeigen: a, = 341 — 3. Es ist

N > 2 Furn > N folgt la, — 3|. O

. Zu € > 0 wahlt man

Beispiel 2 (Wurzeldifferenz)

2 _ n _ 1 1
vne+n—n= = — L
= VnZimin | JArbnil 2

Beispiel 3 (rekursive Folge)

a1 =1, apt1 = v/2 + a,. Per Induktion gilt a, und a,. Damit konvergiert die Folge
gegenein Lmit L=+/2+ L, also L? — L — 2 =0, L = 2 (die L6sung —1 scheidet aus,
da a, > 0).
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Epsilon-N-Beweise fuhren

Die Definition des Grenzwerts verlangt fir jedes noch so kleine € > 0 einen Index IV, ab
dem alle Folgenglieder hochstens den Abstand € vom Grenzwert haben. Ein Beweis
besteht deshalb immer aus zwei Teilen: einer Voruberlegung auf dem Schmierzettel, in der
man die Ungleichung |a, — a| nach n auflést, und der eigentlichen Reinschrift, in der man
N angibt und die Behauptung nachrechnet. Wichtig ist, dass N nur von € abhangt, nicht
von n. Dabei darf man abschatzen, solange man die Ungleichung vergréBert: Statt |a, — al
selbst zu 16sen, sucht man einen einfacheren Term b, > |a, — a| mit b, firn > N,

So gehst du vor: Grenzwert mit der Epsilon-Definition beweisen

1. Vermuteten Grenzwert a bestimmen (zum Beispiel durch Kirzen oder Einsetzen
groller n).

2. |a, — al| auf einen gemeinsamen Bruch bringen und vereinfachen.

3. Abschéatzen: |a, — a| < b, mit einem Term b, der leicht nach n auflésbar ist.

4. b, nach n auflésen und N groRer als die rechte Seite wahlen (Archimedisches
Prinzip).

5. Reinschrift: ,Seie > 0. Wahle N > .... Furallen > N gilt....”

Beispiel 4 (Epsilon-N fur einen Bruch)

q . . 3nt+l __
Beweisen Sie lim <55 = 3.
Es ist _— .Zue > 0wahle N > 2. Firn > N gilt =25, O

Fir e = 0,01 gentigt etwa IV = 501.

Das Sandwich-Lemma und wichtige Grenzwerte

Viele Folgen lassen sich nicht direkt mit den Rechenregeln behandeln, sind aber zwischen
zwei Folgen mit gleichem Grenzwert eingeklemmt. Gilt a, < ¢, < b, flr fast alle » und
lima, = limb, = a, so gilt auch lim ¢,, = a. Dieses EinschlieBungskriterium liefert zum
Beispiel 7+ — 0, denn —% < A< % Zu den wichtigstenkGrenzwerten gehoren:

n

g" — 0farlg); ¥/a— Lfira>0; ¥n—1; (1+£)" > €% % — 0fira > 1; 2+ — 0 und
7’}—,!1 — 0. Sie bilden die Hierarchie des Wachstums: Potenzen wachsen langsamer als
Exponentialfunktionen, diese langsamer als die Fakultat, und die Fakultat langsamer als

n",

Beispiel 5 (Sandwich mit der n-ten Wurzel)

Berechnen Sie lim /2" + 37,

Es gilt 3" < 2" 4+ 3" < 2-3" und damit 3 < {/2" + 37 < 3%/2. Weil ¥/2 — 1, ist die
rechte Schranke gegen 3 konvergent. Das Sandwich-Lemma liefert den Grenzwert 3.
Allgemein bestimmt der groSte Summand das Wachstum.
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Monotonie, Beschranktheit und rekursive Folgen

Das Monotoniekriterium besagt: Jede monoton wachsende, nach oben beschrankte
Folge reeller Zahlen konvergiert, und zwar gegen ihr Supremum; entsprechend
konvergiert jede monoton fallende, nach unten beschrankte Folge gegen ihr Infimum. Der
Satz folgt aus der Vollstandigkeit von R und ist das wichtigste Werkzeug fir rekursiv
definierte Folgen, deren Grenzwert man nicht explizit kennt. Das Vorgehen ist stets
dasselbe: Zuerst zeigt man durch vollstandige Induktion Beschranktheit und Monotonie,
woraus Konvergenz folgt. Danach nimmt man in der Rekursionsgleichung auf beiden
Seiten den Grenzwert und erhalt eine Gleichung fur a = lim a,,. Wer die Konvergenz nicht
zuvor bewiesen hat, darf diesen Schritt nicht tun, denn flr divergente Folgen liefert er
Unsinn.

Beispiel 6 (Rekursive Wurzelfolge)

Zeigen Sie, dass a1 = \/5, an+1 = V2 + a, konvergiert, und bestimmen Sie den
Grenzwert.

Beschranktheit: a,, fur alle n: Es ist a1, und aus a, folgt an+1 = v/2 + a,. Monotonie:
@nt1 > @y, denn a2, =2+ a, > a2 wegen a2 — a, — 2 = (a, — 2)(a, + 1). Nach dem
Monotoniekriterium existiert a = lima,. Aus a = v/2 + a folgt a’—a—2=0, also

a = 2 (die Loésung —1 scheidet aus, da a, > 0).

Teilfolgen, Haufungspunkte und Cauchy-Folgen

Eine Teilfolge entsteht, wenn man aus (a,) unendlich viele Glieder in der urspriinglichen
Reihenfolge auswahlt. Ein Haufungspunkt ist der Grenzwert einer konvergenten
Teilfolge. Eine konvergente Folge hat genau einen Haufungspunkt, den Grenzwert selbst.
Hat eine Folge zwei verschiedene Haufungspunkte, divergiert sie; so lasst sich Divergenz
von (—1)" schnell zeigen. Der Satz von Bolzano-WeierstraR garantiert: Jede
beschrankte reelle Folge hat mindestens einen Haufungspunkt, also eine konvergente
Teilfolge. Der grofSte Haufungspunkt heiSt Limes superior, der kleinste Limes inferior. Eine
Folge heit Cauchy-Folge, wenn fir jedes € > 0 ein N existiert, sodass |a, — an,| fir alle
n,m > N gilt. In R ist eine Folge genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.
Das Kriterium erlaubt es, Konvergenz zu beweisen, ohne den Grenzwert zu kennen.

Uneigentliche Grenzwerte und Vergleich von Wachstum

Eine Folge strebt bestimmt gegen +00, wenn sie schlielSlich jede Schranke Uberschreitet:
Zu jedem M gibt es ein N mit a,, > M fiur alle n > N. Man spricht dann von einem
uneigentlichen Grenzwert, die Folge ist aber im Sinne der Definition divergent. Ist a,, — o0,
so gilt - — 0, und umgekehrt folgt aus einer positiven Nullfolge b, — 0, dass 5 — .
Mit diesen Regeln kann man auch Quotienten behandeln, deren Nenner verschwindet. Um
zwei Folgen im Wachstum zu vergleichen, bildet man den Quotienten: Geht ‘;—Z — 0,
wachst a,, langsamer als b,; geht er gegen eine positive Konstante, wachsen beide gleich
schnell. In der Informatik entspricht das der Einteilung von Algorithmen nach ihrer
Laufzeit: linear, quadratisch, exponentiell.
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Achtung: Typische Fehler bei Folgen

Aus a, — a und b, — b folgt an/b, — a/b nur fur b # 0. Bei 0o — 0o oder 2 darf man
nicht einfach ,einsetzen”, sondern muss kurzen, erweitern oder die hochste Potenz
ausklammern. Der Grenzwert einer rekursiven Folge darf erst nach dem
Konvergenzbeweis aus der Fixpunktgleichung berechnet werden. Und: |ant+1 — an| — 0
genugt nicht fur die Konvergenz - das zeigen die Partialsummen der harmonischen
Reihe > % die gegen oo divergieren.

Wusstest du? Von Archimedes bis Cauchy

Schon Archimedes naherte den Kreisumfang durch Vielecke mit 6,12, 24,48, 96 Seiten
und erhielt eine Folge von Schranken fur 7. Der strenge Grenzwertbegriff entstand
aber erst im 19. Jahrhundert: Augustin-Louis Cauchy fuhrte 1821 die nach ihm
benannten Folgen ein, Karl Weierstrals formulierte die heutige Epsilon-Sprache. Damit
wurde die Analysis von anschaulichen Vorstellungen unabhangig und erreichte die
logische Strenge, die man im Studium einubt.

Beispiel 7 (Cauchy-Kriterium anwenden)

_q1)k+l
Zeigen Sie, dass a,, = Ezzl + eine Cauchy-Folge ist, deren Glieder

abwechselnd groBer und kleiner werden.

Fir m > n qilt — , weil die Summanden

abwechselnde Vorzeichen haben und im Betrag fallen. Zu € > 0 wahle N > L. Fir
m >n > N folgt |am — an| < n%q Die Folge ist also eine Cauchy-Folge und damit
konvergent, ohne dass man ihren Grenzwert (es ist In 2) kennen muss. Genau diese
Uberlegung flhrt spater zum Leibniz-Kriterium fir alternierende Reihen.

Hinweis: Rechenhilfen fiir die Klausur

Bei gebrochen-rationalen Folgen klammern Sie in Zahler und Nenner die hochste
Potenz von n aus; das Verhaltnis der Leitkoeffizienten ist der Grenzwert, wenn die
Grade gleich sind. Bei Wurzeldifferenzen erweitern Sie mit der Summe (dritte
binomische Formel). Bei Folgen mit Potenzen vergleichen Sie die Basen: Die grofte
Basis gewinnt. Bei Unsicherheit berechnen Sie einige Folgenglieder mit dem
Taschenrechner, um den Grenzwert zu vermuten, und beweisen die Vermutung
danach.

Merke: Das Wichtigste auf einen Blick

o Grenzwert a = lim a,, heit: Zu jedem € > 0 gibt es N mit |a, — a| fir alle n > N;
N hangt nur von € ab.

e Rechenregeln: Grenzwerte vertragen Summe, Produkt und Quotient (Nenner # 0
); bei gebrochen-rationalen Folgen die hochste Potenz ausklammern, bei
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Wurzeldifferenzen mit der Summe erweitern.

e Sandwich-Lemma: a, < ¢, < b, und lima,, = limb,, = a liefert limc, = a.

e Wichtige Grenzwerte: ¢" — 0 (|q|), ¥/n — 1, (1 + %)n — e*;
Wachstumshierarchie n* < a™ < n! < n",

e Monotoniekriterium: monoton und beschrankt = konvergent; bei rekursiven
Folgen erst Monotonie und Schranke per Induktion, dann Fixpunktgleichung.

e Konvergente Folgen sind beschrankt und haben genau einen Haufungspunkt;
zwei verschiedene Haufungspunkte beweisen Divergenz.

» Bolzano-Weierstral3: Jede beschrénkte Folge hat eine konvergente Teilfolge; in R
sind Cauchy-Folgen genau die konvergenten Folgen.

Typische Fehler: den Grenzwert in der Rekursion einsetzen, bevor die Konvergenz
bewiesen ist; bei der Epsilon-Definition die Reihenfolge der Quantoren vertauschen (N
darf von € abhangen, nicht von n); aus a, — 0 und b,, — oo auf a,b, — 0 schlieRen.
Aus |a,| konvergent folgt nicht, dass a, konvergiert.

Ottos Tipp

Raten Sie zuerst den Grenzwert (Werte einsetzen), beweisen Sie ihn dann mit
Grenzwertsatzen und nehmen Sie die Epsilon-Definition nur, wenn sie ausdrucklich
verlangt ist.
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