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Arbeitsblatt - Folgen und Grenzwerte

Klasse: Studium 1 Semester - 20

Der Rechenweg muss angegeben werden.

Aufgabe 1 - Grenzwerte ablesen und Schranke bestimmen

Aufgabe 1

Geben Sie den Grenzwert an und bestimmen Sie, ab welchem Index N alle Glieder
weniger als € = 0,01 vom Grenzwert entfernt sind.

a) an =

b) an = n?—ln
C) an = (_71)
d) an = (3)"

Aufgabe 2

Aufgabe 2 - Gebrochen-rationale Folgen

Berechnen Sie die Grenzwerte, indem Sie die hochste Potenz von n ausklammern.

_ 3n2+2n
a) an = n2+4

_ 5n+2
b) bn = 2n—1

2

_ n“+1
C) Cn = ni+2

_ 2"+
d) dn — on+l

Aufgabe 3

Aufgabe 3 - Wurzelausdricke

Bestimmen Sie die Grenzwerte, indem Sie mit der konjugierten Summe erweitern
(dritte binomische Formel).

a)a,=vVn+1—+n
b) b, =vn?i+n—n

c)cn:n(\/l—k%—l)

Aufgabe 4

Aufgabe 4 - Epsilon-N-Beweise
Beweisen Sie mit der Definition und geben Sie N fir € = 0,01 an.
a) lim 2:—131 =2
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. 1
n—1 __ 3
n+1

c) lim

Aufgabe 5

Aufgabe 5 - Divergenz nachweisen

Zeigen Sie, dass die Folgen divergieren. Verwenden Sie Teilfolgen oder
Unbeschranktheit.

a)a, = (—1)"

b) b = n?

c) ¢, = sin &~
d)dn=(-1)"+ =+

Aufgabe 6

Aufgabe 6 - Monotonie und Beschranktheit

Untersuchen Sie Monotonie und Beschranktheit und geben Sie an, ob die Folge
konvergiert.

a) an = i
b) by = =
c)en=(—1)"n

n

Aufgabe 7

Aufgabe 7 - Der Wirkstoff im Blut

Ein Medikament wird im Kérper stiindlich um 30 % abgebaut. Direkt nach der Einnahme
betragt die Konzentration co = 80 mg/I. Nach n Stunden ist ¢,, = 80 - 0,7".

a) Geben Sie die Rekursionsformel ¢,+1 an.

b) Berechnen Sie ¢y, ¢c2, C3.

c) Begriinden Sie, dass (c,) monoton fallt und gegen 0 konvergiert.

d) Nach wie vielen vollen Stunden liegt die Konzentration unter 1 mg/I?

Aufgabe 8

Aufgabe 8 - Stetige Verzinsung
Eine Bank wirbt: ,Ein Euro, 100 Prozent Zinsen pro Jahr, aber Zinsen werden n-mal im
Jahr gutgeschrieben.” Nach einem Jahr hat man a, = (1 + %)n Euro.

a) Berechnen Sie a1, a2, a12.

b) Berechnen Sie asgs und aigpoo Mit dem Taschenrechner und vergleichen Sie mit
e~ 2,71828.

c) Wie lautet der Grenzwert der Folge, und was bedeutet das fur die Bank?
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0,05

n
d) Bei 5 % Zins gilt b, = (1 + T) — %% Berechnen Sie den Endbetrag fir 1000\,€.

Aufgabe 9

Aufgabe 9 - Eingeklemmte Folgen

Bestimmen Sie die Grenzwerte mit dem Sandwich-Lemma und geben Sie die
Schranken an.

sinn

a)ap = n

b) b, = V27 + 37

c) ¢n = 9 (benutzen Sie 2" > (3))
d) d, = ;3111

Aufgabe 10

Aufgabe 10 - Rekursive Wurzelfolge
Betrachten Sie a1 = v/2 und An+1 = V2 + ay.

) Berechnen Sie as, as, a4 auf vier Stellen.
) Zeigen Sie durch Induktion a,.

) Zeigen Sie an4+1 > ag.
)

a
b
C
d) Bestimmen Sie den Grenzwert.

Aufgabe 11
Aufgabe 11 - Wurzelziehen wie im Taschenrechner

Das Heron-Verfahren berechnet v/5 durch a1 = %(an + %) mit dem Startwert
a1 = 3. Es wird auch in Rechnern und Programmen benutzt.
a) Berechnen Sie a2, a3, a4.

b) Zeigen Sie a,, > V/5 fiir n > 2 mit der Ungleichung vom arithmetischen und

geometrischen Mittel.
c) Zeigen Sie, dass die Folge ab n = 2 fallt.
d) Berechnen Sie den Grenzwert aus der Fixpunktgleichung und vergleichen Sie mit a4.

Aufgabe 12

Aufgabe 12 - Haufungspunkte bestimmen
Bestimmen Sie alle Haufungspunkte sowie Limes superior und Limes inferior.
a)a, =(—1)"(1+ 1)

b) b, = sin &~
c) ¢, = n mod 3 (Rest bei Division durch 3)
)

d dn = 1+(;1_)n n
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Aufgabe 13

Aufgabe 13 - Wachstum von Bakterien

Pn

In einer Petrischale wachst eine Kultur nach dem Modell pp41 = pn + 0,2p, (1 — £5)
(in Prozent der Schalenflache pro Tag), p1 = 10.

a) Berechnen Sie p2 und ps.

b) Zeigen Sie: Ist 0, so gilt px.

c) Folgern Sie die Konvergenz der Folge.

d) Bestimmen Sie den Grenzwert und deuten Sie ihn.

Aufgabe 14

Aufgabe 14 - Euler-Folge

Die Folge a, = (1 + )" konvergiert gegen e. Untersuchen Sie sie genauer.
a) Entwickeln Sie a,, mit dem binomischen Satz und zeigen Sie

an =00 115 (1-2),

b) Folgern Sie an < Y4 o %

c) Zeigen Sie 77 < 2,%1 fir k > 1 und damit ap.

d) Berechnen Sie a1, a100 und prifen Sie die Schranke 2 < ay,.

Aufgabe 15

Aufgabe 15 - Der springende Ball

Ein Basketball wird aus 2 m Hohe fallen gelassen und springt nach jedem Aufprall auf
60 % der vorherigen Héhe zuriick. Die H6he nach dem n-ten Aufprall ist h, = 2-0,6"
Meter.

a) Berechnen Sie h1, ..., hy4.

b) Nach wie vielen Aufprallen springt der Ball weniger als 1 cm hoch?
c) Der Gesamtweg nach n Aufprallen ist s, = 2 + 2 Zzzl hi. Zeigen Sie
S$p=24+6(1—0,6").

d) Bestimmen Sie den Grenzwert von s, und deuten Sie ihn.

Aufgabe 16

Aufgabe 16 - Wiederholtes Cosinus-Driicken

Stellen Sie Ihren Taschenrechner auf Bogenmalg, tippen Sie eine beliebige Zahl, zum
Beispiel 1, und driicken Sie immer wieder die Cosinus-Taste. Das ergibt die Folge
a1 =1, a,+1 = cosay,.

a) Berechnen Sie az,as, a4, as.

b) Erklaren Sie, weshalb die Glieder abwechselnd Gber und unter dem Grenzwert liegen
(cos ist auf [0, 1] fallend).

c) Der Grenzwert a erflllt a = cos a. Begriinden Sie mit dem Mittelwertsatz, dass
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lan+1 — al < sin(1) |a, — al gilt.
d) Wie viele Schritte braucht man ungefahr, um drei Stellen zu erreichen?

Aufgabe 17

Aufgabe 17 - Wachstumshierarchie und Rechenzeit

Ein Programm hat die Laufzeit T'(n) fiir eine Eingabe der GréRe n. Ein Rechner schafft
10° Operationen pro Sekunde.
a) Zeigen Sie ,’f—,'L < L und folgern Sie % — 0.
b) Zeigen Sie 2; < 2(%)71—2 fr n > 2 und folgern Sie 21 — 0.,
c) Vergleichen Sie die Laufzeit eines Algorithmus mit n? und eines mit 2" Operationen
fur n = 60,

,nl

00
d) Welchen Grenzwert hat 57—? Ab welchem Index lohnt sich das Exponentialverfahren

n

nicht mehr?

Aufgabe 18

Aufgabe 18 - Beweise zu Grenzwerten
Beweisen Sie mit der Definition oder bekannten Satzen.

a) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.

b) Jede konvergente Folge ist beschrankt.

¢) Sind (ay) und (b,) Nullfolgen, so ist (a, + b,) eine Nullfolge.

d) Ist (a,) beschrankt und (b,) eine Nullfolge, so ist (ayb,) eine Nullfolge.

Aufgabe 19

Aufgabe 19 - Konvergent oder nicht? Ein Uberblick

Entscheiden Sie, ob die Folgen konvergieren, und geben Sie gegebenenfalls den
Grenzwert an. Begrunden Sie jeweils kurz.

a) an = 7

b) by, = 3+
Aep=(1+2)"
d)dn:nsm%
e)e,=vVn+1—4n

Aufgabe 20

Aufgabe 20 - Archimedes und die Zahl Pi

Archimedes naherte den Kreis durch regelmaRige Vielecke. Fur den Einheitskreis hat
das einbeschriebene n-Eck die Seitenlange s,, das 2n-Eck die Seitenlange
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Som = 1/2 — y/4 — 2. Das Sechseck hat s¢ = 1. Der halbe Umfang u, = % s, ist eine

Naherung fur .

a) Berechnen Sie ug.

b) Berechnen Sie s12 und u12.

c) Berechnen Sie u24 und u48 numerisch.

d) Warum ist (u,) monoton wachsend und beschriankt? Welchen Grenzwert hat sie?
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