Lésungen - Folgen und Grenzwerte

Losungen - Folgen und Grenzwerte

Klasse: Studium 1 Semester

Losung zu Aufgabe 1

a) Grenzwert 0. = fir n > 100, also N = 101,
b) Grenzwert 1. - furn > 99, also N = 100.
c) Grenzwert 0. o furn > 101.

d) Grenzwert 0. 27" gilt fur 2" > 100, alson > 7 (27 = 128); N = T.

Erlauterung: Man Iést die Ungleichung |a, — a| nach n auf. Der kleinste Index, ab
dem sie fur alle weiteren n gilt, ist das gesuchte NN. Bei fallenden Abstédnden genligt es,
die Grenze genau zu bestimmen und das Gleichheitszeichen auszuschlieRen.

Losung zu Aufgabe 2

n2(342/n) 3 _
) n2(1+4/n2) 1 3.
n(5+2/n) 5
b) =i 2
n TL3
c) Der Nenner hat hoheren Grad: % — 0.

d) 22~2—’;11 = % + 271::-1 - %

Erlauterung: Klammert man in Zahler und Nenner die héchste vorkommende Potenz
von n aus, kurzt sie sich, und alle ibrigen Summanden enthalten negative Potenzen
von n, die gegen null gehen. Daraus ergibt sich die Faustregel: Bei gleichem Grad ist
der Grenzwert das Verhaltnis der Leitkoeffizienten, bei h6herem Nennergrad ist er null,
bei hdherem Zahlergrad divergiert die Folge. Bei Exponentialtermen klammert man die

groRte Basis aus.

Losung zu Aufgabe 3

|

(n+1)—m 1 N

) Vnrirve — Varievm O

) n2+n—n? — n — 1 N 1
Vit | AT eD) | Vi 2

n~5 1

_ 1
Ve Joea 2
Erlauterung: Bei Differenzen von Wurzeln liegt die unbestimmte Form oo — oo vor.
Erweitert man mit der Summe, entsteht nach der dritten binomischen Formel im Zahler
eine Differenz der Radikanden, in der sich die groBen Terme aufheben. Im Nenner
steht dann eine Summe, die man durch Ausklammern der hdchsten Potenz behandelt.
So wird aus einem unubersichtlichen Ausdruck ein einfacher Bruch.

Losung zu Aufgabe 4
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a) . Fire = 0,01: n > 497, also N = 498 (Kontrolle: %37, aber
5 __
0 = 0,01)
b) %% Fir e = 0,01: n > 10000, also N = 10001,
c) . . Fire =0,01: n > 399, also N = 400.

Erlauterung: Im Beweis gibt man zu beliebigem € ein passendes N an; die
Zahlenwerte fur € = 0,01 zeigen, wie groR N konkret wird.

Losung zu Aufgabe 5

a) Teilfolge a2 = 1, agr+1 = —1: zwei Haufungspunkte, also divergent.
b) Unbeschrankt (fir jedes M ist n> > M fur n > v M); konvergente Folgen sind

beschrankt.
c) Teilfolgen: car+1 = 1, cap+3 = —1, cg = 0: drei Haufungspunkte 1, —1,0.
d) dor — 1 und d2i+1 — —1: zwei Haufungspunkte, divergent.

Losung zu Aufgabe 6

a) Ani1 — Ay = m > 0: wachsend; 0: beschrankt. Konvergent gegen 1.

)
b) b, =1+ % fallt streng, 1: beschrankt. Konvergent gegen 1.
c) Nicht monoton (wechselndes Vorzeichen), nicht beschrankt: divergent.
dd,=2-— % wachst, ist durch 2 beschrankt: konvergent gegen 2.
Erlauterung: Monotonie zeigt man Uber das Vorzeichen der Differenz a,+1 — a, oder

Uber den Quotienten. Eine monotone und beschrankte Folge konvergiert nach dem
Monotoniekriterium.

Losung zu Aufgabe 7

a) cni1 = 0,7c¢y.

b) ¢1 = 56,0, ca = 39,20, c3 = 27,440 mg/!.

c) ¢nt1 = 0,7¢,, und 0,7" — 0 wegen |q|.

d) 80 - 0,7”% ~ 12,29. Nach 13 Stunden: c13 ~ 0,78 mg/!.

Erlauterung: Ein Abbau um 30 % bedeutet, dass jede Stunde 70 % tibrig bleiben; die
Folge ist geometrisch mit dem Faktor 0,7. Wegen 0 fallt sie monoton gegen null. Den
Zeitpunkt, an dem eine Schwelle unterschritten wird, findet man durch Logarithmieren;
da nur volle Stunden gezahlt werden, rundet man auf.

Losung zu Aufgabe 8

a)a; =2, a3 = 1,52 = 2,25, a1 = (1 + )" ~ 2,6130.

b) ases ~ 2,71457, a10000 ~ 2,71815: Die Werte nahern sich e.

c) lima, = e~ 2,718, Selbst bei beliebig haufiger Gutschrift wachst das Guthaben
nicht Gber e Euro; die Folge ist monoton wachsend und beschrankt.

d) 1000\cdot e~ {0{,}05}\approx1000\cdotl{,}05127=1051{,}27\,€ (bei jahrlicher
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Verzinsung 1050\,€).

Losung zu Aufgabe 9

a) —+ < a, < L und beide Schranken — 0: a,, — 0.
b) 3 < b, <3¥2—3:b, — 3.
g2n=(1+1)"> (3 =220 a500< & < 2 0.

d) dn| < =5 < -3 = 0.

Erlauterung: Beim Sandwich-Lemma braucht man zwei einfache Folgen mit
demselben Grenzwert, zwischen denen die gesuchte Folge liegt. Bei Sinus und Kosinus
nutzt man |sinz| < 1, bei Summen von Potenzen schatzt man durch den gréRten

Summanden ab.

Losung zu Aufgabe 10

)
)
c) 0’727,+1 - a121 =2+a, — ‘1721 = (2 —a,)(1 +ay,) > 0 wegen ay,.
)
2

a*—a—2=0a=

Erlauterung: Das Vorgehen ist typisch fur rekursive Folgen: Man zeigt mit Induktion,
dass die Folge beschrankt und monoton ist, schlieft daraus auf Konvergenz und
bestimmt erst danach den Grenzwert aus der Fixpunktgleichung.

Losung zu Aufgabe 11

a)as = 1(3+ 3) =2,33333, a3 = 2,2380952, a4 = 2,236068896.
b) ani1 = 2B >\ /a5 a, = /5 (AM-GM).

€) Gni1 — an = S22 < 0 fir a, > V5,

d) Ausa = 1(a+ £)folgt a® = 5, a = V5 ~ 2,23606798. Schon a4 stimmt auf sieben
Stellen Uberein.

Erlauterung: Das Heron-Verfahren ist ein Spezialfall des Newton-Verfahrens. Die
Anzahl der richtigen Stellen verdoppelt sich ungefahr in jedem Schritt, deshalb
genugen wenige Iterationen fur Taschenrechnergenauigkeit.

Losung zu Aufgabe 12

a) Gerade n: — 1, ungerade: — —1. Haufungspunkte £1; limsup = 1, liminf = —1,
b) Werte 1,0, —1, 0 periodisch: Haufungspunkte —1,0, 1.
c) Werte 1,2,0,1,2,0,...: Hdufungspunkte 0, 1, 2.

d) Gerade n: d,, = n — 00; ungerade: d,, = 0. Einziger Haufungspunkt 0, aber die Folge
ist unbeschrankt: Bolzano-Weierstral3 gilt nur fur beschrankte Folgen.
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Losung zu Aufgabe 13

a)ps =10+0,2-10-0,9 = 11,80: p3 ~ 13,882,

b) Pni1 — Pn = 0,2, (1 — £55) > 0. AuBerdem

100 — pnt1 = (100 — p,,) (1 — 0,28%) > 0, denn der zweite Faktor liegt in (0, 1).

c) Die Folge ist monoton wachsend und durch 100 beschrankt, also konvergent.

d) Aus L = L +0,2L(1 — &) folgt L = 0 oder L = 100. Wegen p, > 10 ist L = 100:
Die Kultur fullt langfristig die Schale (Sattigung).

Losung zu Aufgabe 14

() = 2

) r
b) Jeder Faktor 1 — < liegt in (0,1], also ist jeder Summand héchstens 4.
c) k! > 27! da jeder Faktor 2,3,. ..,k mindestens 2 ist. Also a, <1+ > p_; 2,%1
d) a0 ~ 2,5937, a100 =~ 2,7048; beide liegen in [2; 3).
Erlauterung: Jeder Summand der binomischen Entwicklung wachst mit n, deshalb ist
die Folge monoton wachsend.

k-1 o
1520 =% Summation Gber k.

a

Losung zu Aufgabe 15

a) b1 = 1,20, hy = 0,720, hy = 0,4320, hy = 0,2592 m.

b)2-0,6" 1;(11138?6) ~ 10,37, also ab dem 11. Aufprall (k11 =~ 0,73 cm).

c) Geometrische Summe: > ;_; hy =2-0,6 - % =3(1-0,6"). Also
S$p=246(1—-0,6").

d) Wegen 0,6" — 0 gilt s, = 2 + 6 = 8 m. Obwohl der Ball unendlich oft aufschlagt,
legt er nur 8 m zurick.

Losung zu Aufgabe 16

a) a2 = 0,5403, ag = 0,8576, ay = 0,6543, a5 = 0,7935.

b) Ist a, > a, so ist a,11 = cosa, (fallend), und umgekehrt: die Folge pendelt um a.
c) |cosz — cosa| = |siné| |z — a| < sin(1) |z — a| fur € € [0,1], und sin1 ~ 0,84. Der
Fehler schrumpft mindestens um den Faktor 0,84 pro Schritt (Kontraktion).

d) Grenzwert a =~ 0,7391. Fehler nach n Schritten etwa 0,84" - 0,3: fiir einen Fehler
unter 102 genigt die grobe Abschatzung ab n > 33 Schritte sicher. Mit dem
tatsachlichen Faktor |sina| ~ 0,67 geniigen schon etwa 15 Schritte.

Losung zu Aufgabe 17

a) & =21.2...n<Ll.9...9 sandwich: 0 < & <1 0.
2" 2 2 2 2

by fr =123 % S

' 2-1- (%)n_2 farn > 2, und (%)n_2 — 0.

c) 60% = 3600 Operationen = 3,6 us. 2% ~ 1152921 504 606 846 976 Operationen, das
sind ~ 36,6 Jahre.

d) Der Grenzwert ist 0 (Exponentialfunktion schlagt jede Potenz), aber erst fir sehr
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groRes n: Die Folge wachst zunachst bis etwa n ~ 144 (Maximum von n1%/2") und fallt
dann. In der Praxis kann ein Polynomverfahren mit hohem Grad bei kleinem n
schlechter sein als ein Exponentialverfahren.

Losung zu Aufgabe 18

a) Angenommen a, — a und a, — bmita # b. Fire = | liegen fast alle Glieder in

beiden disjunkten Umgebungen - unmoglich. [

b) Zu € = 1 gibt es N mit |a, — a| fiir n > N. Dann ist

lan| < max{|ai],...,|an-1],|a| +1}. O

c) Zu € > 0 wahle Ny, > Ny} qilt |ay, + by,|. O
d) Sei |a,| < M. Zu € > 0 wahle N mit |b,| fur n > N. Dann |ayb,| < M|b,|. O

Losung zu Aufgabe 19

a) Divergent gegen +o0: Zéhlergrad groRer als Nennergrad; a, > n — 1.
b) Konvergent gegen 0: <+ — 0 (Wachstumshierarchie).

c) Konvergent gegen e? (Standardgrenzwert (1 + n) — e’).

d) Konvergent gegen 1: Mit :L' = giIt Sin‘” — 1.

e) Konvergent gegen 0: Mit a® — b3 — (a —b)(a® + ab + b?) ist

— 1
€n = (n+1)2/3+(n(n+1))1/34n2/3

— 0.

Losung zu Aufgabe 20

a) Ug = -1 = 3
b) s12 = V 2 — O 51764 U192 = 6 - S12 =~ 3,10583
) u24 ~ 3,13263, uyg ~ 3,13935.

C

d) Der halbe Umfang eines einbeschriebenen Vielecks ist kleiner als der halbe
Kreisumfang m und wachst bei Verdopplung der Eckenzahl. Beschrankt und monoton,
also konvergent; der Grenzwert ist 7.
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