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Lernzettel - Differenzierbarkeit und
Mittelwertsatz

Klasse: Studium 1 Semester

Einstieg: Der Blitzer auf der Autobahn

Auf einer Autobahn Uberwacht eine Abschnittskontrolle eine Strecke von 5 km. Ein
Wagen passiert den Beginn um 10:00:00 Uhr und das Ende um 10:02:30 Uhr. Sein
Tacho wurde nie gemessen - und doch lasst sich beweisen, dass er mindestens einmal
genau 120 km/h schnell war. Der Grund ist der Mittelwertsatz: Die
Durchschnittsgeschwindigkeit ist der Differenzenquotient, die
Momentangeschwindigkeit ist die Ableitung, und eine differenzierbare Bewegung kann
die Durchschnittsgeschwindigkeit nicht umgehen. In diesem Kapitel lernen Sie, die
Ableitung prazise zu definieren, sicher zu berechnen und mit dem Mittelwertsatz
Aussagen Uber Monotonie, Extrema und Grenzwerte zu beweisen.

Die Ableitung

Definition: Die Ableitung

Eine Funktion f : I — R heiRt differenzierbar in a, wenn der Grenzwert des
Differenzenquotienten

f'(a) = lim

fla+h) - f(a)
h

existiert. Er heilst Ableitung und gibt die Steigung der Tangente an den Graphen in
(a, f(a)) an; die Tangente hat die Gleichung y = f(a) + f'(a)(z — a). Die Funktion ist
differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt von I differenzierbar ist. Es gilt:
Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit, denn

fla+h)— f(a) = w -h — f'(a) - 0 = 0. Die Umkehrung ist falsch: f(z) = |z|
ist in O stetig, aber nicht differenzierbar (die einseitigen Ableitungen sind +1 und —1).

Ableitungsregeln

Definition: Ableitungsregeln

Fir differenzierbare f, g gelten: Summenregel (f +9)' = f' + ¢', Produktregel

/ )
(f9)' = f'9+ f¢', Quotientenregel (%) = fgg—2fg (g # 0) und Kettenregel
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(go f)'(z) = ¢'(f(z)) f'(x). Grundableitungen: (z")’ = nz"?, (e®)' = €7, (Inz)' = I,

(sinz)’ = cosz, (cosz)' = —sinz, (a®)’ = a®Ina. Fir die Umkehrfunktion gilt: Ist f

streng monoton und differenzierbar mit f'(z) # 0, so ist (f 1)’ (y) = m So folgt

: ! __ 1 ! __ 1 . .
etwa (arcsinz)’ = 5 und (arctanz)’ = Ti,2 - Potenzen mit variablem Exponenten
differenziert man tber ® = e”»,

Satz von Rolle und Mittelwertsatz

Satz von Rolle: Ist f stetig auf [a, b], differenzierbar auf (a,b) und f(a) = f(b), so gibt
es £ € (a,b) mit f'(§) = 0. Beweisidee: Nach dem Extremwertsatz nimmt f Maximum
und Minimum an; ist f nicht konstant, liegt eines davon im Inneren, und dort ist die
Ableitung 0. Mittelwertsatz: Ist f stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b), so
gibt es & € (a, b) mit

Definition: Satz von Rolle und Mittelwertsatz

Geometrisch: Es gibt eine Tangente, die parallel zur Sekante durch (a, f(a)) und

(b, (b)) verlauft. Folgerungen: f’' > 0 auf einem Intervall impliziert, dass f monoton
wachsend ist (f' > 0: strenq); f'=0 impliziert f konstant. Eine differenzierbare
Funktion mit |f| < L ist Lipschitz-stetig. Ein notwendiges Kriterium fiir ein lokales
Extremum im Inneren ist f'(z¢) = 0; hinreichend ist ein Vorzeichenwechsel von f’ in
Zg.

Regel von L'Hospital

Definition: Regel von L'Hospital

Sind f, g differenzierbar, limf = lim g = 0 (oder beide +00) und g’ # 0 nahe der Stelle,

dann gilt lim % lim 7 ((w)) falls der rechte Grenzwert existiert. Man darf die Regel

auch mehrfach anwenden. Andere unbestlmmte Formen W|e 0 - co wandelt man

vorher um: zlnx = 1’;” Beispiel: lim,_,o < 1 2 — lim &=L —lim& = 1

2 2 2

So gehst du vor: Ableiten und Extrema bestimmen

1. Passende Regel wahlen (Produkt, Quotient, Kette).
2. Ableitung vereinfachen und f'(z) = 0 I5sen.
3. Vorzeichen von f’ links und rechts der Kandidaten prifen.
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4. Bei unbestimmten Grenzwerten % oder 2 Zahler und Nenner getrennt ableiten
(L'Hospital).

Beispiel 1 (Mittelwertsatz)

F(z) = z3 auf [0,2]: w =4=32=¢= % ~ 1,155 € (0, 2).

Beispiel 2 (Kettenregel)

T =e . (—2z) = —2ze 7",

Beispiel 3 (Monotonie)

f(z) =23 — 3z, f'(x) =322 -3 =3(x — 1)(z + 1). Auf (—o0, —1) ist f' > 0, auf
(—1,1) ist f', auf (1,00) ist f' > 0. Lokales Maximum bei £ = —1 mit f(—1) = 2,
lokales Minimum bei = 1 mit f(1) = —2.

Differenzierbarkeit als lineare Naherung

Die Ableitung f’(a) ist die beste lineare Ndherung einer Funktion nahe a. Aquivalent zur
Definition Giber den Differenzenquotienten ist die Aussage f(a + h) = f(a) + f'(a) h + r(h)
mit einem Rest, fiir den r(h)/h — 0 gilt. Die Tangente ersetzt also den Graphen in einer
kleinen Umgebung durch eine Gerade; der Fehler wird dabei schneller klein als h selbst.
Diese Sichtweise erklart, warum Differenzierbarkeit Stetigkeit nach sich zieht, und sie lasst
sich auf Funktionen mehrerer Veranderlicher Ubertragen. Die einseitigen Ableitungen

fl(a) =lim,_,,- w und f (a) sind die Grenzwerte von links beziehungsweise

rechts. Genau dann ist f in a differenzierbar, wenn beide existieren und Gbereinstimmen.
Ein ,,Knick” im Graphen bedeutet daher unterschiedliche einseitige Ableitungen, eine
senkrechte Tangente bedeutet einen uneigentlichen Grenzwert.

Beispiel 4 (Anschlussstelle einer stuckweisen Funktion)

Fiir welche a,b ist f(z) = z? firc < lund f(z) =az +bfurz >linz =1
differenzierbar?

Stetigkeit verlangt 12 = a + b. Gleiche einseitige Ableitungen verlangen 2 -1 = a. Aus
a =2und a+ b =1 folgt b = —1. Die Funktion geht also glatt in die Tangente

y = 2x — 1 an die Parabel Uber.

Kurvendiskussion und Extremwertaufgaben

Die Ableitung liefert ein vollstandiges Werkzeug zur Untersuchung einer Funktion. Das
Vorzeichen von f’ gibt die Monotonie an, das Vorzeichen von f” die Krimmung: Ist f” > 0,
liegt der Graph oberhalb seiner Tangenten (konvex), ist f”, unterhalb (konkav). Ein

maths-pdf.com 3/8



Lernzettel - Differenzierbarkeit und Mittelwertsatz

Wendepunkt liegt vor, wo f” das Vorzeichen wechselt. Ist f'(zo) = 0 und f”(zo) > 0, liegt
ein lokales Minimum vor; bei f”(zo) ein lokales Maximum. Ist auch f”(xg) = 0, entscheidet
der Vorzeichenwechsel von f'. Globale Extrema einer stetigen Funktion auf einem
abgeschlossenen Intervall liegen entweder bei kritischen Punkten im Inneren oder an den
Randern, und man muss daher alle Kandidaten vergleichen.

So gehst du vor: Extremwertaufgabe

1. Grole festlegen, die extremal werden soll (Flache, Volumen, Kosten, Gewinn),
und Variable benennen.

2. Nebenbedingung aufstellen und damit die Zielfunktion auf eine einzige Variable
zuruckfuhren; Definitionsbereich notieren.

3. Zielfunktion ableiten, f'(z) = 0 I6sen.

4. Art des Extremums mit f” oder einem Vorzeichenwechsel prufen, Randwerte
vergleichen.

5. Ergebnis im Sachzusammenhang formulieren (mit Einheit).

Beispiel 5 (Rechteck mit festem Umfang)

Unter allen Rechtecken mit Umfang 40 cm soll das mit groBtem Flacheninhalt
gefunden werden.

Seien z und 20 — z die Seiten, 0. Die Zielfunktion ist A(z) = (20 — z) = 20z — z2. Aus
A'(z) =20 — 2z = 0 folgt « = 10, und A”(z) = —2 bestatigt ein Maximum. Das
Rechteck ist ein Quadrat der Seitenldnge 10 cm mit A = 100 cm?. Die Rander z — 0
und z — 20 liefern A — 0, sind also schlechter.

Der Mittelwertsatz als Beweiswerkzeug

Der Mittelwertsatz ist weniger ein Rechenverfahren als ein Beweiswerkzeug. Fast alle
wichtigen Folgerungen der Differentialrechnung stitzen sich auf ihn: Aus f' = 0 folgt, dass
f konstant ist; aus f’ > 0 folgt strenge Monotonie; aus |f'| < L folgt

|f(z) — f(y)| < L|z — y|, die Lipschitz-Bedingung. Mit ihr lassen sich Funktionswerte
abschatzen, ohne sie auszurechnen. Wichtig ist, die Voraussetzungen zu prufen: Stetigkeit
auf dem abgeschlossenen Intervall, Differenzierbarkeit auf dem offenen. Die Funktion

f(x) = |z| auf [—1,1] ist stetig, aber nicht differenzierbar in 0; der Mittelwertsatz liefert
hier keine Aussage, und tatsachlich ist die Steigung der Sekante 0, wahrend f’ nie den
Wert 0 annimmt.

Beispiel 6 (Abschatzung mit dem Mittelwertsatz)

Zeigen Sie V101 — 10.

Fir f(z) = v/ liefert der Mittelwertsatz auf [100,101] ein £ € (100,101) mit

V101 — /100 = 2%/2 Wegen £ > 100 ist \/Z > 10 und damit 2%/5 Der exakte Wert ist
0,04988....
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Merke: Lipschitz-Bedingung und Stabilitat

Ist |f'(z)| < L auf einem Intervall, so &ndert sich der Funktionswert héchstens um das
L-fache der Anderung des Arguments. Das bedeutet in Anwendungen: Kleine
Messfehler in der Eingabe flihren zu hochstens L-mal so groen Fehlern im Ergebnis.
Eine Funktion mit kleiner Schranke L ist daher gutmiitig, eine mit groBer Schranke
empfindlich. Genau diese Abschatzung wird spater beim Beweis des Banachschen
Fixpunktsatzes und bei der Fehleranalyse numerischer Verfahren gebraucht. Wer sie
einmal verstanden hat, erkennt den Mittelwertsatz in vielen Gewandern wieder.

L'Hospital richtig anwenden

Die Regel von L'Hospital ist ein starkes, aber leicht missbrauchtes Werkzeug. Sie gilt nur
far Ausdricke der Form % oder <=; andere unbestimmte Formen mussen erst umgeformt
werden. Aus 0 - co wird durch Umschreiben ein Quotient, aus 1°°, 0° und 0o® wird durch

u? = €% ein Produkt im Exponenten. Vor der Anwendung lohnt sich immer die Frage, ob
nicht eine algebraische Umformung (Kurzen, Erweitern, Standardgrenzwert) schneller zum
Ziel fUhrt. Beachten Sie auch, dass die Regel nur in einer Richtung gilt: Existiert der
Grenzwert der Ableitungen nicht, sagt das nichts Uber den urspriunglichen Grenzwert aus.

Beispiel 7 (Unbestimmte Form

Berechnen Sie lim, ,y+ zInzx.

Esqgiltzlnx = 111‘75 eine Form % Ableiten von Zahler und Nenner liefert
_11//22 = —2 — 0. Also ist lim, .o+ zlnz = 0.

Warum der Mittelwertsatz gilt

Der Beweis des Mittelwertsatzes fuhrt ihn auf den Satz von Rolle zurick, und dieser stutzt
sich auf den Extremwertsatz von WeierstralR. Man betrachtet die Hilfsfunktion

h(z) = f(z) — f(a) — W(w — a). Sie beschreibt den senkrechten Abstand des

Graphen von der Sekante, ist stetig auf [a, b], differenzierbar auf (a,b) und hat an beiden

Randern den Wert 0. Nach Rolle gibt es ein £ mit A'(§) = 0, das heift f'(§) = % Die

geometrische Idee ist einfach: Man verschiebt die Sekante parallel, bis sie den Graphen
gerade noch beruhrt. An diesem BerUhrpunkt ist die Tangente parallel zur Sekante. Ein
Beweis, der diese Idee sauber umsetzt, gehort zu den Standardaufgaben im ersten
Semester.

Hohere Ableitungen und Krimmung

Ist f' selbst differenzierbar, erhalt man die zweite Ableitung f”, die die Anderung der

Steigung beschreibt. In der Physik ist s’ die Geschwindigkeit und s” die Beschleunigung.
Geometrisch beschreibt f” die Kriimmung des Graphen: Bei f” > 0 biegt sich der Graph
nach oben (Linkskurve, konvex), bei f” nach unten. Die Funktion f heilt konvex, wenn
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die Sekante zwischen je zwei Punkten oberhalb des Graphen liegt. Fur zweimal
differenzierbare Funktionen ist das gleichbedeutend mit f” > 0. Daraus ergeben sich
nitzliche Ungleichungen wie e > 1 + x: Die Exponentialfunktion ist konvex und liegt
daher Uber ihrer Tangente im Punkt z = 0. Wer hohere Ableitungen berechnet, sollte nach
jeder Stufe vereinfachen, sonst wachsen die Terme schnell an.

Beispiel 8 (Vollstandige Kurvendiskussion)

Untersuchen Sie f(z) = z e * auf Extrema und Wendepunkte.

Mit der Produktregel ist f'(z) = e —ze ™ = (1 — z)e *. Da e * > 0, verschwindet f’
nurbeix = 1. Firzist f' > 0, fur x > 1 ist f': Bei « = 1 liegt ein lokales Maximum mit
f(1) = 1 ~0,368. Die zweite Ableitung ist f"(z) = —e ™ — (1 —z)e * = (z — 2)e*

und wechselt bei = 2 das Vorzeichen: Wendepunkt (2|2e~2). Fiir  — oo strebt
f — 0 (nach L'Hospital), fir £ — —oo strebt f — —oo0.

Ableitung als Anderungsrate

In den Anwendungen liest man f'(z) als momentane Anderungsrate: Geschwindigkeit als
Ableitung des Wegs, Stromstarke als Ableitung der Ladung, Wachstumsgeschwindigkeit
einer Bakterienkultur als Ableitung der PopulationsgrélSe, Grenzkosten als Ableitung der
Kostenfunktion. Eine wichtige GroRe ist die relative Anderungsrate f'(z)/f(z), die
angibt, wie viel Prozent der aktuellen GroRe pro Zeiteinheit hinzukommen. Fur
Exponentialfunktionen f(t) = Ae™ st sie konstant gleich k; das erklart, warum
exponentielles Wachstum durch die Gleichung f' = kf beschrieben wird. Bei
Sachaufgaben sollten Sie immer die Einheit der Ableitung angeben: Ist s in Metern und ¢ in
Sekunden gemessen, hat s’ die Einheit Meter pro Sekunde.

Beispiel 9 (Differenzierbar, aber nicht stetig)

Zeigen Sie, dass f(z) = z?sin = fiir  # 0 und f(0) = 0 in 0 differenzierbar ist.

Der Differenzenquotient ist M = hsin % Wegen | sin %| <1 gilt

|hsin 5| < |h| — 0. Also existiert f'(0) = 0. Fiir z # 0 ist dagegen

f'(z) = 2zsin < — cos <, und dieser Ausdruck hat fiir ¢ — 0 keinen Grenzwert. Die
Ableitung existiert also Uberall, ist aber in 0 nicht stetig. Das Beispiel zeigt, dass
Ldifferenzierbar” und ,stetig differenzierbar” verschiedene Begriffe sind; die Begriffe

unterscheidet man in der Analysis 2 sorgfaltig.

Beispiel 10 (Naherung mit der Tangente)

Berechnen Sie v 26 ndaherungsweise ohne Taschenrechner.

Mit f(z) = v/ und a = 25 ist f(25) = 5 und f'(25) = 5= = 1. Die
Tangentennaherung liefert V26 ~ 5 + % -1 =5,1. Der exakte Wert ist 5,0990...; der

Fehler betrégt nur etwa 0,001. Weil f konkav ist, liegt die Tangente iber dem
Graphen, die Naherung ist also zu grol8 - eine Abschatzung nach oben, die der
Mittelwertsatz bestatigt.
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Beispiel 11 (Mehrfach verkettete Funktion)

Leiten Sie f(z) = In (sin®(3z) + 1) ab.

Die aulSerste Funktion ist der Logarithmus, darin steckt die Summe u = sin2(3:13) + 1
Von aulien nach innen: Zuerst % dann die Ableitung von sin2(3x) als Potenz, namlich
2sin(3x), und schlieBlich die Ableitung des Sinus cos(3z) mal die innere Ableitung 3.

Das Ergebnis ist f'(z) = 25121(3233851@'3 - sii;iéf)x—i)—l’

verwendet. Die Probe bei z = 0 liefert f/(0) = 0, und tatsachlich hat f dort ein
Minimum, da sin? > 0.

wenn man 2 sin o cos a = sin 2«

Ableitungen in Naturwissenschaft und Technik

Ohne Differentialrechnung gabe es keine Mechanik, keine Elektrotechnik und keine
moderne Wirtschaftstheorie. Bewegungsgleichungen sind Gleichungen fur Ableitungen,
Optimierungsprobleme in der Logistik und im Maschinenbau werden mit Ableitungen
gelodst, und Lernverfahren der klunstlichen Intelligenz beruhen darauf, dass man die
Steigung einer Fehlerfunktion berechnen und in Richtung des starksten Abfalls gehen
kann. Der Computer kann Ableitungen naherungsweise durch Differenzenquotienten
bestimmen, doch bei zu kleinem h entstehen Rundungsfehler, bei zu grokem h ein
Verfahrensfehler. Wer die Ableitung exakt kennt, vermeidet beides. Deshalb lohnt es sich,
die Regeln dieses Kapitels sicher zu beherrschen.

Hinweis: So lernen Sie Differentialrechnung fur die Klausur

Uben Sie die Standardableitungen so lange, bis sie automatisch kommen, denn in
Klausuren kostet jedes Nachschlagen Zeit. Uben Sie danach das Zerlegen verketteter
Funktionen in duBere und innere Funktion und das Anwenden der Kettenregel von
aullen nach innen. Bei jedem Beweis mit dem Mittelwertsatz sollten Sie zuerst die
Voraussetzungen explizit notieren und danach die Funktion und das Intervall
benennen. Uben Sie auBerdem, die Aussagen des Kapitels in eigenen Worten zu
erklaren - ,Warum folgt aus f’' > 0 die Monotonie?“ ist eine typische Frage in der
mundlichen Prufung. Und schlieSlich: Kontrollieren Sie jede Ableitung durch Einsetzen
eines Zahlenwertes in den Differenzenquotienten.

Achtung: Typische Fehler beim Differenzieren

H&ufig wird bei Produkten einfach faktorweise abgeleitet, also (fg)' = f'g’ gerechnet;
richtig ist die Produktregel. Bei verketteten Funktionen wird die innere Ableitung
vergessen: (sin3xz)’ = 3 cos 3z, nicht cos 3z. Bei ¥ darf man weder die Potenzregel
nz" ! noch die Regel fur Exponentialfunktionen verwenden. Beim Mittelwertsatz wird
oft die Voraussetzung vergessen, dass die Funktion auf dem abgeschlossenen
Intervall stetig sein muss. Bei Extremwertaufgaben vergessen Studierende, den

Definitionsbereich zu notieren und die Randwerte zu vergleichen.

Wusstest du? Fermat, Newton und der Marquis
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Pierre de Fermat beschrieb schon um 1636 ein Verfahren, Maxima und Minima zu
finden, indem er die Steigung einer Kurve an extremalen Stellen gleich null setzte.
Newton und Leibniz entwickelten daraus im spaten 17. Jahrhundert die
Differentialrechnung. Die Regel von L'Hospital ist nach dem Marquis de L'Hospital
benannt, der sie 1696 in seinem Lehrbuch veroéffentlichte - sie stammt jedoch von
seinem Lehrer Johann Bernoulli, der fur sein Wissen bezahlt wurde.

Merke: Das Wichtigste auf einen Blick

flath)—f(a)

« Die Ableitung f'(a) = limp_, ———— ist die Tangentensteigung und die beste
lineare Naherung; differenzierbar heift: einseitige Ableitungen existieren und
sind gleich.

e Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit, die Umkehrung ist falsch
(Betragsfunktion in 0).
e Summen-, Produkt-, Quotienten- und Kettenregel sowie die Umkehrregel

(f Yy = m liefern alle Standardableitungen, auch von z? Gber e*!*.
e Satz von Rolle und Mittelwertsatz: Zwischen zwei Punkten gibt es eine Stelle £
mit f'(§) = %; Voraussetzungen: stetig auf [a, b], differenzierbar auf (a,b).

e Folgerungen: f' = 0 = konstant, f' > 0 = streng monoton wachsend,
|f'| < L = Lipschitz-stetig; Abschatzungen ohne Rechnung sind méglich.

o Extremwerte: f'(zo) = 0 ist notwendig, f”(z¢) # 0 oder ein Vorzeichenwechsel
von f’ hinreichend; bei Extremwertaufgaben Nebenbedingung einsetzen und
Randwerte vergleichen.

e L'Hospital gilt nur far % und = mit getrenntem Ableiten von Zahler und Nenner;
andere unbestimmte Formen erst durch u® = e*'** oder Bruchschreibweise
umformen.

Typische Fehler: Bei L'Hospital Zahler und Nenner als Bruch ableiten
(Quotientenregel), statt getrennt; die Regel anwenden, obwohl keine unbestimmte
Form vorliegt; beim Mittelwertsatz die Differenzierbarkeit im Inneren oder die
Stetigkeit am Rand nicht prifen. Auch gilt: f'(z¢) = 0 ist nicht hinreichend fiir ein
Extremum (z3).

Ottos Tipp

Prufen Sie bei jedem Ableiten, welche Regel passt: Verkettung = Kettenregel, Produkt
= Produktregel. Bei Grenzwerten zuerst algebraisch vereinfachen, danach L'Hospital.
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