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Losungen - Wachstumsmodelle und
Differenzialgleichungen

Klasse: Qualifikationsphase Abitur

Losung zu Aufgabe 1

Léosungsweg: Der Anfangswert liefert Ny. Den zweiten Messwert setzt man ein und
|6st die Gleichung mit dem natirlichen Logarithmus nach k auf. Verdopplungszeit,
spatere Bestande und die Differenzialgleichung folgen dann direkt aus der
Funktionsgleichung.

a) Ny = 200. Aus 200 e** = 500 folgt e3* = 2,5, also k = ln% ~ 0,3054. Damit ist
N(t) = 2003054,
Tp = 1n2 ~ 2,27 Stunden. Nach dieser Zeit hat sich der Bestand jeweils verdoppelt.

N(5) = 200 e’* ~ 921 Einheiten.
d) N' = kN mit k ~ 0,3054: Die Anderungsrate ist proportional zum Bestand.

O

)
c)
d)

Losung zu Aufgabe 2

Losungsweg: Um eine Losung zu priufen, berechnet man die Ableitung (linke Seite)
und setzt die Funktion in die rechte Seite ein. Stimmen beide Terme fir alle t Uberein,
ist die Funktion eine Losung; ein einziger Gegenwert genugt, um das Gegenteil zu
zeigen.
a) f'(t) =5-0,3e%% =1,5e% und 0,3f(t) = 1,5e"%. Beide Seiten sind gleich, f ist
eine Losung.
b) g'(t) = —7-(—0,2)e %% = 1,4e7%%, 0,2(10 — g) = 0,2- Te %% = 1,4e %% Gleich,
also Losunag.
c) h'(t) = 6t, aber 0,5h(t) = 1,5¢t>. Fur t = 1 gilt 6 # 1,5; h ist keine Lésung.

f(0) =5 und g(0) =10 — 7 = 3.

Losung zu Aufgabe 3

Losungsweg: Die Gleichung f' = kf mit negativem k beschreibt exponentiellen
Zerfall. Mit dem Anfangswert erhalt man die Losung. Restmengen ergeben sich durch
Einsetzen, Halbwertszeit und andere Zeitpunkte durch Logarithmieren.

a) Die DGL beschreibt exponentiellen Zerfall mit k = —0,04: f(t) = 80e %% prope:

£(0)  80.
b) f(24) = 80e %% ~ 30,6 mg.

c)e 0% =05 =t = &2 ~ 17,33 Stunden.
d) 80e %04 — 10 = o004 — 0,125 =t = 28 ~ 52,0 Stunden, also genau drei
Halbwertszeiten.
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Losung zu Aufgabe 4

Losungsweg: Aus der Form f' = k(G — f) liest man Schranke und
Wachstumskonstante ab und setzt sie in die allgemeine Losung ein. Zeitpunkte
bestimmt man, indem man nach der Exponentialfunktion auflést und logarithmiert. Die
zweite Ableitung zeigt das gebremste Wachstum.

a) Schranke G = 50. Losung f(t) = 50 — (50 — 10) e ¥ = 50 — 40 e %1t

b) £(10) = 50 — 40e ! ~ 35,28.

c)40e % =5 = e Ol = L =t =10In8 ~ 20,79.

d) f'(t) = 4e % ist positiv, aber streng monoton fallend, weil f”(t) = —0,4e~ %, Der
Bestand wachst immer langsamer.

Losung zu Aufgabe 5

Losungsweg: Den Anfangswert erhalt man durch Einsetzen von t = 0, die Schranke
als Grenzwert fur t — oo. Die Halfte der Schranke markiert den Wendepunkt; dort ist
die Anderungsrate am gréoRten und wird mit der logistischen Differenzialgleichung

berechnet.

a) f(0) = 1% =10; fur t — oo gilt e > — 0, also G = 100.
b)1+9e % =2= e 0% = 5 =t =2In9 ~ 4,39

c) Bei f =50: f' = % -50 - 50 = 12,5 pro Zeiteinheit.
)

d) f' = 15 £(100 — f) = 0,005 £(100 — f).

Losung zu Aufgabe 6

Losungsweg: Fur jede Messreihe werden Differenzen und Quotienten
aufeinanderfolgender Werte gebildet. Konstante Differenzen bedeuten lineares,
konstante Quotienten exponentielles Wachstum. Nahern sich die Werte einer
Schranke, betrachtet man die Abstande zu ihr.

a) Quotienten: § = 33 = 435 = 1,5, konstant. Reihe A wéchst exponentiell.

b) Differenzen: jeweils 15, konstant. Reihe B wachst linear.

c) Abstande 80, 40, 20, 10: Sie halbieren sich jeweils. Reihe C beschreibt beschranktes
Wachstum mit G = 100,

d) A: f(t) =40 - 1,5% = 40e%405%; B: f(¢) = 40 + 15¢; C:

f(t) =100 — 80 - 0,5! = 100 — 80 e ~0-6931¢

Losung zu Aufgabe 7

Losungsweg: Aus der Verdopplungszeit folgt die Wachstumskonstante k = 1}‘—;.

Bestande nach einer Zeit erhalt man durch Einsetzen oder durch Zahlen der
Verdopplungen. Fur den Zeitpunkt einer bestimmten Anzahl wird logarithmiert; am

Ende werden die Modellgrenzen bewertet.
a) k= 82 ~0,0347: N(t) = 1000e*%347 = 1000 - 2¢/2°,
b) 180 Minuten sind 9 Verdopplungen: N(180) = 1000 - 2° = 512000 Bakterien.

maths-pdf.com 2/6



®)

5

= maths-pdf.com Lésungen - Wachstumsmodelle und Differenzialgleichungen

Ml

o

c) 21/20 = 1000 = ¢ = 20 - 121%0 ~ 199 Minuten, also etwa 3 Stunden und 19 Minuten.

d) Nahrstoffe und Platz in der Schale sind begrenzt; das Wachstum wird gebremst.
Realistischer ist ein logistisches Modell.

Losung zu Aufgabe 8

Losungsweg: Nach Newton nimmt der Temperaturunterschied zum Raum
exponentiell ab. Mit dem Messwert nach funf Minuten bestimmt man &, danach
berechnet man den Zeitpunkt der Trinktemperatur. Die Anfangsabkuhlung ist die
Ableitung an der Stelle null.

a) Beschrankte Abnahme gegen die Raumtemperatur 20: Die Lésung hat die Form
20 + (Tp — 20)e " mit Tp = 90.

b) 20+ 70e 5k =70 = e %% = 3 = k= 212 ~0,0673.

c) 70e % =35 =t = 12 ~ 10,3 Minuten.
d) T'(0) = —70k ~ —4,71 °C pro Minute.

Losung zu Aufgabe 9

Losungsweg: Zufuhr und Abbau stehen in der Differenzialgleichung; das
Gleichgewicht ergibt sich aus ¢’ = 0. Die angegebene Lésung wird durch Einsetzen
gepruft, Zeitpunkte durch Logarithmieren bestimmt. Nach dem Ende der Infusion bleibt
nur der Abbau Ubrig.

a) Gleichgewicht: ¢/ =0 = 2 = 0,1c = ¢ = 20 mg.

b) c'(t) =2e %1% 2-0,1-20(1 —e %) =2e % /; ¢(0) =0 v.

)1 —e %% =0,75=¢t=10In4 ~ 13,9 Stunden.

d) Ohne Zufuhr: ¢ = —0,1¢ mit Startwert ¢(24) ~ 18,19 mg, also exponentieller Abbau.

Losung zu Aufgabe 10

Losungsweg: Die Zerfallskonstante folgt aus der Halbwertszeit. Den verbleibenden
Anteil berechnet man mit der Anzahl der vergangenen Halbwertszeiten. Flr den
Zeitpunkt, an dem nur noch ein Prozent ubrig ist, wird logarithmiert und das Ergebnis
in eine Jahreszahl Ubersetzt.

a) k= 22 ~0,0231 pro Jahr.

b) 40 Jahre: 0,5%0/30 ~ 0,397, also knapp 40 %.

c) 0,530 = 0,01 = t = 30 - 100 ~ 199 jahre, also etwa im Jahr 2185.

d) Pilze nehmen Casium aus dem Waldboden auf, wo es in der Humusschicht

festgehalten wird; Ackerb6den werden umgepfligt und verdinnen es. Der Zerfall
selbst ist Uberall gleich schnell.

Losung zu Aufgabe 11

Losungsweg: Der Anfangswert bestatigt die Konstante im Nenner. Mit dem zweiten
Messwert erhalt man k durch Umformen und Logarithmieren. Die Halfte der Schule
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entspricht dem Wendepunkt, die starkste Ausbreitung betragt %
_ 1200 _

)
1200 -k _ -k _ 19 _ 99 ~
)1+99 =60=1+99e*=20=eF =1 = k=In% ~1,6507.
)
)

Q

O

99e—kt—1:,t_%wz78Tage

C
d) Maximale Rate 4 ~ 16514—1200 ~ 495 neue Nutzer pro Tag.

Losung zu Aufgabe 12

Losungsweg: Die beschrankte Wachstumsgleichung liefert Schranke und Konstante,
damit die LOsung. Bestande nach einer Zeit erhalt man durch Einsetzen, Zeitpunkte
durch Logarithmieren. Am Ende wird gepruft, ob das Modell zur Biologie der Fische
passt.

a) f(t) = 5000 — 4000 e3¢,
b) £(5) = 5000 — 4000 e "% ~ 4107 Fische.
c) 4000e %% =500 = ¢t = L8 ~ 6,93 Jahre.

d) Beim beschrankten ModeII ist die Zunahme am Anfang am grofsten. Bei Fischen
hangt die Vermehrung aber von der Zahl der Elterntiere ab; das logistische Modell
berucksichtigt das und ware biologisch plausibler.

Losung zu Aufgabe 13

Losungsweg: Mit Anfangstemperatur und Raumtemperatur ist der Ansatz festgelegt;
der Messwert nach zehn Minuten liefert k. Spatere Temperaturen und Zeitpunkte
folgen durch Einsetzen bzw. Logarithmieren, die Differenzialgleichung aus der Form
des beschrankten Wachstums.

a) 22 — 16e710F = 12 = e 710k = 0,625 = k = 23°
b) (30) =22 —16-0,625° ~ 18,1 °C.

c)l6e M =4 =t= % ~ 29,5 Minuten.

d) T' = k(22 — T) mit k ~ 0,0470.

~ 0,0470,

Losung zu Aufgabe 14

Losungsweg: Beide Modelle werden fur dieselben Zeitpunkte ausgewertet und in der
Tabelle verglichen. Solange der Bestand klein ist, stimmen sie fast Uberein. Flr den
halben Sattigungswert |6st man die logistische Gleichung, zuletzt wird die
Realitatsnahe beurteilt.

a) E(2) =~ 248, E(5) ~ 2730, E(10) ~ 149048; L(2) ~ 225, L(5) ~ 1167, L(10) ~ 1974,
b) In den ersten zwei Jahren sind die Werte ahnlich, solange der Bestand klein
gegeniber 2000 ist. Danach wachst das exponentielle Modell viel zu schnell.

c)39e 0¥ = 1=t = B8 ~ 458 jahre.

d) Das logistische Modell, denn die Nahrung reicht nur fir etwa 2000 Tiere; das
exponentielle Modell wurde nach zehn Jahren Gber eine Million Kaninchen vorhersagen.
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Losung zu Aufgabe 15

Losungsweg: Zuerst wird der Anfangsbestand berechnet. Die starkste Ausbreitung
liegt im Wendepunkt bei der Halfte der Schranke. Fur vorgegebene Zahlen von
Erkrankten wird die Gleichung nach der Exponentialfunktion aufgeldst und
logarithmiert; anschlieBend wird das Modell kritisch betrachtet.

a) f(0) = L% = 10 Erkrankte.

b) Wendepunkt bei f = 750: t = lnofgg ~ 8,34 Tage; maximale Rate M =225
Neuerkrankungen pro Tag.

€) 10 = 1350 = 149e 0% = 1 = ¢ = 2B ~ 12,0 Tage.

d) 1496708 = 4 = ¢ = 252E ~ 6,0, also nach gut 6 Tagen.

e) Nicht alle Schulerinnen und Schuler erkranken (Impfung, Immunitat), und Erkrankte
werden wieder gesund und stecken dann niemanden mehr an. AuBerdem spielen
Ferien und Kontakte aulerhalb der Schule eine Rolle.

Losung zu Aufgabe 16

Losungsweg: Der Messwert um 23:00 Uhr liefert die AbkUhlungskonstante. Den
Todeszeitpunkt findet man, indem man die Gleichung fiir 37 °C I8st; ein negatives ¢
bedeutet einen Zeitpunkt vor dem Fund. Dann wird das Alibi mit diesem Zeitpunkt
verglichen.

a)18+12e " =28=e*=2=k=1In1,2~0,1823

b)18+12e M =37=e M =12 = t = ——IZ ~ —2,52 h, also etwa 2 h 31 min vor
22:00 Uhr: gegen 19:29 Uhr.

0 T(2) =18+ 12 (2)* ~ 26,33°C.

d) Nein: Der Tod trat nach dem Modell gegen 19:30 Uhr ein, also vor 20:00 Uhr. Das
Alibi deckt den Tatzeitpunkt nicht ab.

Losung zu Aufgabe 17

Losungsweg: Die Differenzialgleichung entsteht aus Zufluss minus Verlust. lhr
Gleichgewicht zeigt, welches Volumen sich langfristig einstellt. Die angegebene Losung
wird durch Einsetzen bestatigt, und fur den Fullzeitpunkt wird logarithmiert.

a) V! =2 —0,05V: Zufluss minus Verlust.

b) V! =0 =V = 40m3. Das Gleichgewicht liegt tiber dem Fassungsvermégen; der
Pool kann also voll werden.

c) V'(t) = 1,57 %% ynd 2 — 0,05(40 — 30e %0%%) = 15790 ,, V(0) = 10 v.

d) 40 — 30e %05 = 38 = 7005 — % =t =20In15 ~ 54,2 Stunden.
e) Das Gleichgewicht 0—35 = 20z muss mindestens 38 betragen: z > 1,9m? pro Stunde;
bei genau 1,9 wirde der Pool aber nie ganz voll, also braucht man mehr als 1,9 m3 pro

Stunde.
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Losung zu Aufgabe 18

Losungsweg: Der Ansatz wird abgeleitet und in die Differenzialgleichung eingesetzt.
Ein Koeffizientenvergleich der Exponentialterme und der Konstanten liefert k und b. Die
Anfangsbedingung bestimmt a; der Sonderfall a = 0 ist eine Gleichgewichtslésung.

a) Linke Seite ake*, rechte Seite 0,5a e + 0,5b — 3. Die Exponentialterme und die
konstanten Terme mussen jeweils Ubereinstimmen.

b) ak = 0,5a = k= 0,5; 0,50 —3 =0 = b=6.

c) f0)=a+6=10=a=4: f(t) = 4e"° + 6.

d) Dann ist a = 0 und f(t) = 6 konstant: eine Gleichgewichtslésung. Sie ist instabil,
denn jede kleine Abweichung wachst exponentiell.

Losung zu Aufgabe 19

Losungsweg: Die Ableitung entsteht mit der Kettenregel. Durch geschicktes
Umformen von G — f wird gezeigt, dass die logistische Differenzialgleichung erfullt ist.
Der Anfangswert liefert ¢, und die Parabelform der Anderungsrate erklart die Lage des

Wendepunkts.
a) Kettenregel mit f = G(1 +ce ™)1 f' = —G(1 + ce ™)72. (—cke ™),
Gee Kt k k G Gee Kt
b) G — f = 1+Ccee_ r; daher 6f(G o f) TG Tre R 1+ccee—kt =fv.
_ G _ G
C)fO— Tte :C—f—ﬂ—l
d) f' = %(Gf — f2) ist eine Parabel in f mit Scheitel bei f = %; dort ist f/ maximal.

)
Da f" = £(G — 2f)f', wechselt f” bei f = < das Vorzeichen: Wendepunkt.

Losung zu Aufgabe 20

Losungsweg: Gleichgewichte sind Nullstellen der rechten Seite. Das Vorzeichen von
f' zwischen ihnen zeigt, ob Bestédnde zu einem Gleichgewicht hin- oder von ihm
wegstreben. Die hochstmadgliche Fangmenge entspricht dem Maximum der naturlichen
Wachstumsrate.

a) 0,02(50f — f2) =8 = f% —50f + 400 = 0 = f = 10 oder f = 40 Tonnen.

b) f/ = —0,02(f — 10)(f — 40): fur f negativ, fir 10 positiv, fir f > 40 negativ.

c) 40 ist stabil (Bestande darliber nehmen ab, darunter zu); 10 ist instabil. Ein Bestand
von 8 Tonnen schrumpft weiter und bricht zusammen.

d) Die Wachstumsrate 0,02f(50 — f) ist bei f = 25 maximal mit 0,02 - 25 - 25 = 12,5, Bei
einer Fangmenge Uber 12,5 Tonnen gibt es kein Gleichgewicht mehr, der Bestand wird
uberfischt.
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