Lésungen - Funktionenscharen

Losungen - Funktionenscharen

Klasse: Qualifikationsphase Abitur

Losung zu Aufgabe 1

Losungsweg: Man wahlt einige Werte von a und zeichnet die Graphen. Daran erkennt
man den Einfluss des Parameters: Vorzeichen und Betrag von a bestimmen Offnung
und Breite. Gemeinsame Punkte erkennt man daran, dass der Funktionswert dort nicht
von a abhangt.

a) Alle Graphen sind Parabeln mit Scheitel (0|1) (fir @ = 0 die Gerade y = 1); a = 2
schmal nach oben, a = 0,5 breit nach oben, a = —1 nach unten gedéffnet.

b) a > 0: nach oben geéffnet, a: nach unten; je gréRer |a|, desto schmaler die Parabel.
c) f2(0) =1 fir alle a: P(0|1).

d) az? = -1 = 2? = —1; Lésungen nur fira: ¢ = £4/—1.

Losung zu Aufgabe 2

Losungsweg: Nullstellen bestimmt man wie bei Funktionen ohne Parameter:
ausklammern, binomische Formeln oder Satz vom Nullprodukt. Der Parameter wird wie
eine Zahl behandelt. Wo eine Wurzel auftritt, muss das Vorzeichen des Radikanden
beachtet werden.

a)z(z —2a) =0= 21 =0, 5 = 2a.

b) (x —a)(z +a) =0=z = +a (fira =0 nurz = 0).
Az(z?—-a)=0=2=0z=+a.

d) e® >0, also nur z = a.

Losung zu Aufgabe 3

Losungsweg: Die Ableitung wird nach x gebildet, a bleibt als Konstante stehen. Aus
fi(xz) = 0 folgen die Extremstellen in Abhangigkeit von a. Fir die Ortskurve 16st man
die z-Koordinate nach a auf und setzt in die y-Koordinate ein.

a) fu'(z) = 3z? — 3a® =0 = z = +a; f,"(z) = 6z. Hochpunkt H(—a|2a®) (f,"(—a)),
Tiefpunkt T'(a| — 2a3).

b)z=-a=a=—z;y=2a=2(-z)3 =223 v.

c)z = a:y= —2a® = —223. Auch die Tiefpunkte liegen auf y = —2z3.

d) —2a>=-16=a*=8=a=2,

Losung zu Aufgabe 4

Losungsweg: Die zweite Ableitung liefert die Wendestelle in Abhangigkeit von a, die
dritte Ableitung bestatigt sie. Ortskurve und Steigung im Wendepunkt folgen durch
Einsetzen. Die Wendetangente wird allgemein aufgestellt und anschliefend auf die
Bedingung gepruft.
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a) f.'(z) = 322 — 6az, f,"(z) =6z —6a=0=x=a; f,"”" =6 #0.

W(ala® — 3a®) = W(a| — 2a%).

b))z =a=1y=—2x°

c) fa'(a) = 3a% — 6a® = —3a?.

d) Tangente y = —3a%(z — a) — 2a® = —3a%z + a®; durch den Ursprung: a® = 0, also
a = 0, ausgeschlossen. Fir kein zulassiges a.

Losung zu Aufgabe 5

Losungsweg: Gemeinsame Punkte aller Graphen findet man, indem man den
Funktionsterm nach a ordnet und ausklammert. Der Faktor vor a muss null sein, damit
der Funktionswert nicht vom Parameter abhangt. Die Losungen liefern die festen
Punkte.

a) a ausklammern: Der Wert hangt nicht von a ab, wenn 22 —4=0, also z = +2.
Gemeinsame Punkte (—2|1) und (2|1).

b) go(z) = a(z? —z) —z+1; 2> — 2z = 0=z = 0 oder z = 1. Gemeinsame Punkte
(0[1) und (1]0).

c) ho(z) = 22 + a(x + 1); x = —1: hy(—1) = 1. Gemeinsamer Punkt (—1|1).

Losung zu Aufgabe 6

Losungsweg: Jede Bedingung wird in eine Gleichung flr a Ubersetzt: Diskriminante
gleich null fir genau eine Nullstelle, erste Ableitung gleich null fir eine Extremstelle,
Funktionswert fur eine vorgegebene Hohe. Danach wird die Art des Extremums
gepruft.

a) Diskriminante a® — 16 = 0 = a = +4,

b) 9.'(2) =12 —a=0=a=12; g12"(2) = 12 > 0: Tiefpunkt.
c)ha'(w):2ax+2:0:>:c:—%;ha(—%):%— 2 :—l:2:>a:—%
(Hochpunkt, da a).

d) k,'(0) = a = 3.

Losung zu Aufgabe 7

Losungsweg: Die Ableitung entsteht mit Produktregel und Kettenregel; der Faktor
e % wird ausgeklammert. Da er immer positiv ist, entscheidet der andere Faktor Uber
die Nullstelle. Die Ortskurve ergibt sich durch Eliminieren von a.

a) fo'(x) =e ™ —aze ™ =(1—ax)e ™,

b)1—az =0=z = 1; vorzeichenwechsel + — —:

) .
) x = % = % =z Y= % Die Hochpunkte liegen auf der Ursprungsgeraden y = %x
d) % =4=a=0,25y= 4 ~ 1,472,

€

Losung zu Aufgabe 8

Losungsweg: Fur z > 0 wird abgeleitet und die Nullstelle der Ableitung bestimmt. Die
zweite Ableitung ist stets negativ, also liegt ein Maximum vor. Berthrt der Graph die -
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Achse, ist der Hochpunkt eine Nullstelle; das liefert eine Gleichung fur a.
1

a) fo'(z) = s—a=0=z= %; fa"(x) = —w—ly,: Maximum.
b) fo(t)=Inl-1=-na-1: H(|-Ina-1).
c) Zl:y:—ln%—lzlnm—l_

)

a
X
Beriihren heift Hochpunkt auf der z-Achse: —lna—1=0=a =e! ~ 0,3679.

Losung zu Aufgabe 9

Losungsweg: Die Ableitung zeigt, dass der Zeitpunkt der héchsten Konzentration
nicht von der Dosis abhangt. Die HOhe des Maximums ist proportional zu a. FUr die
Grenze der Nebenwirkungen wird eine Ungleichung geldst, fur die Wirkschwelle eine
Gleichung numerisch.

a) c.'(t) = ae (1 —0,5t) = 0 = t = 2; Vorzeichenwechsel + — —.

b) c5(2) = L2 ~ 3,68 mg/!I.

) 27‘1

d) 5te %% = 2 |iefert mit dem Taschenrechner t =~ 5,09 h; ab dann ist das Mittel
unwirksam.

e) Alle Graphen haben das Maximum bei t = 2; gréBeres a streckt den Graphen in y-
Richtung.

Losung zu Aufgabe 10

Losungsweg: Die Wurfweite ist die zweite Nullstelle der Parabel und hangt von a ab.
Ilhr Maximum findet man, indem man w(a) nach a ableitet. Die gréRte Héhe liegt in der
Mitte der Weite; weitere Bedingungen fuhren auf quadratische Gleichungen in a.

2 Jal®) =0 = xzz 0 oderz = 0,05((1L+a2) - 124352 .
b) w'(a) = % = 0= a=1(Winkel 45°); w(1) = 10 m,
, , w . )
c) Scheitel bei z = 4 = 11+°7; h(a) = 11?;1 —0,05(1 + a2) (100%)2 _ 1Efa2 _
d) ff;lz =8 =8a> —20a+8 = 0= a =2 oder a = 0,5. Hohen h(2) =4 m, h(0,5) = 1
m.

e) Ja, fur 20" > 9, also 9a%2 — 20a + 9 < 0, d. h. etwa 0,62 < a < 1,60.

Losung zu Aufgabe 11

Losungsweg: Die gewinnmaximale Menge folgt aus der Ableitung nach z, wobei der
Preis als Parameter behandelt wird. Setzt man sie ein, erhalt man den maximalen
Gewinn als Funktion des Preises. Gewinn ist nur moglich, wenn dieser Maximalwert
positiv ist.
a)G’p'( z)=p—20—z=0=x=p—20 (furp > 20); G," = —1.

b) Gmax(p) = (p — 20)% — 0,5(p — 20)% — 100 = 0,5(p — 20) — 100,

c) O{ }5(p-20)~2>100\Rightarrow p-20>\sqrt{200}\Rightarrow p>34{,}14\,€.

d) z = 20, also 2000 Helme; G = 0,5 - 400 — 100 = 100 Hundert €, also 10\,000\,£.
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Losung zu Aufgabe 12

Losungsweg: Beim Auspflanzen setzt man ¢t = 0, die Grenzhéhe erhalt man firt — oo
. Der Parameter k folgt aus einer Messung mit dem Logarithmus. Die Ableitung
beschreibt die Wachstumsgeschwindigkeit und erfullt die Gleichung des beschrankten
Wachstums.

a) h(0) = 0; fir t — oo gilt hx(t) — 2 m.
b)2—2e*=1=e*%*=05=k=122~0,1733.

c) hi'(t) = 2ke *; hy'(4) = 2k - 0,5 = k ~ 0,173 m pro Woche, also etwa 17 cm pro
Woche.

d) k(2 — hy) = k-2e ¥ = h;' v. Die Wachstumsgeschwindigkeit ist proportional zur
noch fehlenden Hohe bis 2 m (beschranktes Wachstum).

Losung zu Aufgabe 13

Losungsweg: Zuerst werden die Integrationsgrenzen bestimmt, die hier von a
abhangen kénnen. Das Integral liefert den Flacheninhalt als Funktion des Parameters.
Eine vorgegebene Flache fuhrt dann zu einer Gleichung fur a.
3

a) Nullstellen 0 und 3: [, (3az — az?) dz = a[%mz . 2—3] - a(13,5 — 9) = 4,5a.
b) 4,5 =9 = a = 2.
c) Schnittstellen =0 und = = a: [, (az — 2*)dz = % - % =%

)

d) & =36 = a® =216 = a = 6.

Losung zu Aufgabe 14

Léosungsweg: Die Tangente wird allgemein mit Funktionswert und Ableitung an der
Stelle aufgestellt. Bedingungen wie ,,durch den Ursprung” fuhren zu einer Gleichung
fur a. Gleiche Steigung fur alle a bedeutet, dass alle Tangenten parallel sind.
a)fu'(1)=2,f.(1)=14+a:y=2(z—1)+1+a=2z+a—1.
b)a—1=0=a=1.

c) Die Steigung ist fiir jedes a gleich 2.

d) Bertihren bei £ = 1 mit Steigung 2: 1 +a = 2 = a = 1 (die Tangente aus b) ist

y = 2x).

Losung zu Aufgabe 15

Lésungsweg: Die Symmetrie folgt aus f,(—z) = —f.(z). Extrempunkte existieren
nur, wenn die Gleichung r? = % Loésungen hat; das erfordert eine Fallunterscheidung
nach dem Vorzeichen von a. Ortskurve und Bedingungen folgen durch Einsetzen.

a) fa(—z) = —2® + az = — fu(z).
b) fu'(z) =32% —a=0= 2® = % Fir a < 0 keine Extrempunkte (fir a =0

Sattelpunkt im Ursprung). Fira > 0: z = =+ %; Tiefpunkt ,

Hochpunkt symmetrisch.

maths-pdf.com 4/6



Lésungen - Funktionenscharen

cJa=3z%y=a3—322 =223,

d) fo'(0) = —a. Fir a = 0 ist die Tangente waagerecht, der Ursprung ist ein
Sattelpunkt.

e) -2z = —2mitz =1;a =322 =3,

Losung zu Aufgabe 16

Losungsweg: Mit der Produktregel entstehen erste und zweite Ableitung; der Faktor
e” bleibt stets erhalten. Tiefpunkt und Wendepunkt ergeben sich aus den Nullstellen
der Ableitungen. Dass sich zwei Graphen nie schneiden, zeigt die Differenz zweier
Scharfunktionen.

a) Nullstelle z = k; fx(0) = —k.

r=k—1=y=—e€",
e) (x — k)e” = (x — m)e® = k = m: Fur k # m gibt es keinen Schnittpunkt;

fe(®) — fm(z) = (m — k)e® # 0.

Losung zu Aufgabe 17

Losungsweg: Die Flache des Tores hangt von der halben Breite u ab, die Hohe ist der
Funktionswert an der Stelle u. Das Maximum findet man mit der Ableitung nach u. Das
Ergebnis enthalt a und zeigt ein festes Hohenverhaltnis.

a) A(u) = 2u(a — u?) = 2au — 2u?, 0,

b) A'(u) =2a —6u®> =0=u=,/%; A" Breite 2,/ %.
c)Hohea— % = 2a v,

d) a = 6: Breite 2v/2 & 2,83 m, Hohe 4 m, Flache 8v/2 ~ 11,31 m?,

Losung zu Aufgabe 18

Losungsweg: Eine Kostenfunktion steigt streng monoton, wenn ihre Ableitung keine
Nullstelle mit Vorzeichenwechsel hat. Dazu untersucht man die Diskriminante der
quadratischen Ableitung. Der Wendepunkt ist hier unabhangig von a und markiert die
minimalen Grenzkosten.

a) K,'(z) = 32 — 12z + a.

b) K,'(x) > 0 fiir alle z, wenn 144 — 12a, also a > 12 (fiir a = 12 nur an einer Stelle
null, ebenfalls monoton).

c) K,"(z) = 6z — 12 =0 = z = 2, unabhangig von a: W(2|2a + 16). Bis 2000 Stiick
wachsen die Kosten immer langsamer, danach immer schneller.

d) Minimum von K’ an der Wendestelle: K15'(2) = 12 — 24 + 15 = 3 Tausend € pro
Tausend Stuck.

Losung zu Aufgabe 19

Losungsweg: Feste Punkte prift man durch Einsetzen. Fir eine waagerechte
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Tangente setzt man die Ableitung gleich null, fur eine Nullstelle den Funktionswert.
Eine Bedingung an die Steigung im Punkt P fihrt auf eine Gleichung, deren Losung mit
dem zulassigen Bereich verglichen wird.

a)g.(0)=1;g9.,(1)=a—a—-1+1=0.

b) 9./ (z) =2az — (a+1); g.'(1) =a—1=0=a=1: gi(z) = (z — 1),
c)4a—2a—-2+1=0=a=0,,.

d) 9.'(0) = —(a + 1); senkrecht zu y = = bedeutet Steigung —1: a = 0,
ausgeschlossen. Kein zulassiges a.

Losung zu Aufgabe 20

Losungsweg: Nullstellen und Symmetrie folgen aus dem Ausklammern. Die
Wendepunkte liefern nach Eliminieren von a die Ortskurve. Die Flache wird Uber das
symmetrische Intervall integriert. FUr die Wendetangenten nutzt man die
Achsensymmetrie des Graphen.

a) z2(z% — a) = 0 = = = 0 (doppelt), ¢ = ++/a; f.(—x) = f.(z): achsensymmetrisch.

b) fo"(z) = 12x2—2a=0:>x=:|:\/%;y= % — % = —%. Mit a = 622; y = —b5z*,
c) Zwischen —+/a und v/a liegt der Graph unterhalb der Achse:

3 5
d)a? =32=a=4

e) Wegen der Achsensymmetrie sind die Wendetangenten spiegelbildlich und
schneiden sich auf der y-Achse. a = 6: W(1| —5), f¢'(1) = 4 — 12 = —8; Tangente
y = —8z + 3, Schnittpunkt (03).
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