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Lernzettel - Pyramide, Kegel und Kugel

Klasse: Klasse 9

Du berechnest Volumen und Oberflache von Pyramide, Kegel und Kugel. Ein
Zusammenhang hilft dir: Eine Pyramide fasst genau ein Drittel des Prismas mit gleicher
Grundflache und Héhe, ein Kegel ein Drittel des Zylinders mit gleichem Radius und
gleicher Hohe.

Einstieg: Warum ist eine Eistute nicht groBBer?

Lena bestellt eine Eiskugel in der Waffeltlte. Die Kugel hat einen Radius von 2,5 cm,
die Tlte ist 10 cm hoch und hat oben auch 2,5 cm Radius. Passt das geschmolzene Eis
genau in die Tite? Wer das ausrechnet, entdeckt etwas Uberraschendes: Das
Volumen der Kugel betragt 37 - 2,5% ~ 65,4 cm?®, das der Tite 57 - 2,5% - 10 ~ 65,4 cm®
. Beide sind gleich. In diesem Kapitel lernst du, Rauminhalt und Oberflache von
Pyramide, Kegel und Kugel zu berechnen. Dazu brauchst du den Satz des Pythagoras,
denn die schrage Hohe einer Pyramide und die Mantellinie des Kegels ergeben sich
aus rechtwinkligen Dreiecken im Korper.

Die Pyramide

Definition: Pyramide

Eine Pyramide hat eine Grundflache G (Dreieck, Quadrat, Rechteck oder Vieleck),
Seitenflachen aus Dreiecken, die in der Spitze zusammenlaufen, und die Hohe h
(senkrechter Abstand der Spitze von der Grundflache). Die Seitenflachen bilden
zusammen die Mantelflache M.

Coooooooui s

Satz: Pyramide

V:%-G-h O=G+M

Bei einer quadratischen Pyramide mit Grundkante a ist die Seitenhéhe

hs = 4/ h? + (%)2 undM:4-%-a-hs = 2ah;,.
Beispiel 1: Pyramide
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Eine quadratische Pyramide hat a = 10 cm und h = 12 cm.

V =3 -100- 12 = 400 cm3,

Seitenhohe: h, = v/144 + 25 = 13 cm. Mantel: M = 2-10 - 13 = 260 cm?.
Oberflache: O = 100 + 260 = 360 cm?2.

Der Kegel

Definition: Kegel

Ein Kegel hat einen Kreis mit Radius 7 als Grundflache, die Héhe h und die
Mantellinie s mit s2 = r2 + h2. Wickelt man den Mantel ab, erhalt man einen
Kreisausschnitt mit Radius s und Bogenlange 27r, sein Mittelpunktswinkel ist
a=<-360°.

S

Satz: Kegel

V==nr’h M=mars O=nr?+nars=mar(r+s)

Beispiel 2: Kegel

Ein Kegel hat " =3 cm und 2 =4 cm.

Mantellinie: s = v9+ 16 =5 cm.
V=1mr-9-4=12r~ 37,70 cm?, M = 157 ~ 47,12 cm2, O = 24w ~ 75,40 cm2.

S

Mant/efp/

Die Kugel
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4
V= §7r1“3 O = 4mr?

Die Oberflache der Kugel ist viermal so gro8 wie die Flache des gréSten Kreises in ihr.

Beispiel 3: Kugel

Berechne Volumen und Oberflaiche einer Kugel mit 7 = 6 cm.
V = 4216 = 2887 ~ 904,78 cm?.

O = 4m - 36 = 1447 ~ 452,39 cm?2. Ist der Durchmesser gegeben, halbiere ihn zuerst.

So gehst du vor: Gesuchte GroBe zuruckrechnen

1. Schreibe die Formel auf und setze das Gegebene ein.
2. Kurze ™ und stelle nach der gesuchten GroRe um.

3. Ziehe bei 3 die dritte Wurzel.

4. Mache die Probe mit der Ausgangsformel.

Beispiel 4: Radius und Hoéhe

Eine Kugel hat V = 367 cm3. Ein Kegel mit 7 =5 cm hat V = 100 cm3. Gesucht
sind 7 und h.

Kugel: 473 = 36m, also r* = 27 und 7 = 3 cm.

Kegel: 100 = +7-25- h, also h = 12 ~ 3,82 cm.

Zusammengesetzte Korper

Regel: Zusammengesetzte Korper

Viele Korper bestehen aus bekannten Kérpern: Silo (Zylinder mit Kegel), Eistlte (Kegel
mit Halbkugel), Zelt (Prisma mit Pyramide). Du berechnest die Teile einzeln und
addierst die Volumen. Bei der Oberflache zahlst du nur die Aullenflachen: Flachen, an
denen Korper zusammenstofRen, fallen weg.

Beispiel 5: Silo

Ein Silo besteht aus einem Zylinder (7 = 2 m, h = 5 m) mit aufgesetztem
Kegel (Hohe 3 m).
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I V=r-4.5+3m-4-3 =20+ 4r = 247 ~ 75,40 m3,

Beispiel 6: Halbkugel

Berechne Volumen und Oberflache einer Halbkugel mit r = 4 cm.

V = % . %w-64 = lg—ng 134,04 cm3.

Die Oberflache besteht aus der halben Kugeloberflache und der ebenen Kreisflache:
O = 2mr? + 7r? = 3mr? = 487 ~ 150,80 cm?2.

Merke: MalBBe verandern

Wird der Radius einer Kugel verdoppelt, wird die Oberflache 4-mal so grof3 (22) und
das Volumen 8-mal so grofs (2%). Das ist derselbe Zusammenhang wie bei der
zentrischen Streckung: Flachen wachsen mit k%, Volumen mit k3.

Der Pythagoras im Korper

Bei Pyramide und Kegel sitzen rechtwinklige Dreiecke im Kdrper verborgen. In der
Pyramide mit quadratischer Grundfléche bilden die Héhe h, die halbe Grundkante 5 und
die Seitenhohe hs ein rechtwinkliges Dreieck: h? =h?+ (%)2 Die Seitenkante k liegt in

einem Dreieck mit der Hohe und der halben Diagonale %\/5 k? = h? + % Im Kegel gilt

s2 = r? + h2. Zeichne diese Dreiecke immer heraus und beschrifte sie, dann findest du die

richtige Rechnung.

Beispiel 7: Seitenkante

Berechne die Seitenkante einer quadratischen Pyramide mit a = 6 cm und
h =4 cm.

Die halbe Diagonale ist %\/5 = 3v/2 ~ 4,24 cm. Dann gilt

k=4/42 + (3v/2)2 = V16 + 18 = /34 ~ 5,83 cm.

Der Kegelmantel als Kreisausschnitt

Rollst du einen Kreisausschnitt mit dem Radius s zusammen, entsteht ein Kegelmantel.
Die Bogenlange des Ausschnitts wird zum Umfang des Grundkreises: 5555 * 2ms = 277,
Daraus folgt der Winkel a = 360° - . Die Flache des Ausschnitts ist der Mantel M = 7rs,

Beispiel 8: Hut aus Pappe

Ein Partyhut hat 7 = 6 cm und s = 15 cm. Welchen Winkel hat der Ausschnitt,
wie viel Pappe braucht man?

o =360° - £ = 144°. Flache M = -6 - 15 = 90 ~ 282,7 cm?,
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Zusammengesetzte Korper

Viele Gegenstande sind aus mehreren Grundkdrpern zusammengesetzt: ein Silo aus
Zylinder und Kegel, ein Wasserturm aus Zylinder und Halbkugel, ein Haus aus Quader und
Pyramide. Du berechnest die Volumina einzeln und addierst sie. Bei der Oberflache Iasst
du die Flachen weg, an denen die Kdrper zusammenstoRen. Eine Halbkugel hat das halbe
Volumen %wr3, aber die Oberflache 27r% (ohne Schnittflache).

Beispiel 9: Spielzeugrakete

Eine Rakete besteht aus einem Zylinder (r = 2 cm, h = 10 cm) mit
aufgesetzter Kegelspitze (2 = 3 cm). Berechne das Volumen.

Zylinder: 7 -4 - 10 = 407, Kegel: %ﬂ' +4-3 = 4w, Gesamt 447 ~ 138,2 cm?,

Vergleich der Korper

Bei gleicher Grundflache und Hohe hat der Kegel ein Drittel des Zylindervolumens, die
Pyramide ein Drittel des Prismas. Die Kugel mit Radius r hat zwei Drittel des Volumens des
umschlieBenden Zylinders (7, h = 2r). Mit diesen Verhaltnissen kannst du Ergebnisse
Uberschlagen und Rechenfehler finden.

Typische Fehler und Proben

Der haufigste Fehler ist die Verwechslung von Hohe und Mantellinie beziehungsweise
Seitenh6he. Fur das Volumen brauchst du immer die senkrechte Héhe h, fir den Mantel
die schrage Lange s oder h;. Ein zweiter Fehler: das Dritteln beim Volumen von Pyramide
und Kegel zu vergessen. Eine Probe: Das Volumen von Pyramide oder Kegel muss kleiner
sein als das des umschlieBenden Prismas oder Zylinders, und bei einer Kugel muss das
Ergebnis kleiner als das des umschlieBenden Wirfels mit Kantenlange 27 sein.

Beispiel 10: Probe mit dem umschlieBenden Korper

Ein Schiller berechnet fiir eine Kugel mit 7 = 5 cm das Volumen 1570 cm?,
Stimmt das?

Der umschlieBende Wiirfel hat die Kantenlange 10 cm und das Volumen 1000 cm?®. Die
Kugel kann nicht groBer sein. Er hat 7r? - 2r - ... falsch verrechnet. Richtig:
37125 ~ 523,6 cm?,

Archimedes von Syrakus war so stolz auf seine Entdeckung Uber Kugel und Zylinder,
dass er sich beides auf seinen Grabstein meifSeln liel3. Die agyptischen Baumeister der
Cheops-Pyramide kannten die Pyramidenformel schon rund 2000 Jahre friher, wie ein
altes Papyrus zeigt.
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Merke: Das Wichtigste auf einen Blick

e Pyramide: V = %Gh; Oberflache O = G + M, Mantel aus Dreiecken mit der
Seitenh6he hs.

 Seitenhdhe der quadratischen Pyramide: h; = \/m

Kegel: V = %wr2h, M = 7mrs, O = mr? + 7rs mit s = Vr2 + h2,

Kugel: V = %mﬁ und O = 472,

Pyramide und Kegel haben ein Drittel des Volumens des zugehorigen Prismas
bzw. Zylinders.

Bei Streckung mit k£ wachst O mit k2 und V mit k3.

Zusammengesetzte Korper: Teilkorper einzeln berechnen und addieren,

verdeckte Flachen weglassen.
Zuruckrechnen: Formel umstellen, bei Kugeln die dritte Wurzel ziehen.

Vergiss den Faktor % bei Pyramide und Kegel nicht. Verwende im Volumen die
Koérperhohe h, nicht die Seitenhéhe h, oder die Mantellinie s. Verwechsle bei der Kugel
Durchmesser und Radius nicht. Berechne s mit Pythagoras, addiere nicht einfach r
und h. Runde erst am Ende.

Zum Einstieg: Der Umschiuttversuch

Bastle aus Karton eine hohle Pyramide und ein hohles Prisma mit derselben
quadratischen Grundflache und derselben Hohe. Fulle die Pyramide mit Sand oder
Reis und schutte den Inhalt in das Prisma. Du wirst feststellen, dass du genau dreimal
schutten musst, bis das Prisma voll ist. Dasselbe gilt fur Kegel und Zylinder. Daher
stammt der Faktor % in den Volumenformeln von Pyramide und Kegel. Dieser Versuch
ist zwar kein Beweis, macht die Formel aber sehr anschaulich.

Beispiel 11

Eine Kerze besteht aus einem Zylinder mit 3 cm Radius und 10 cm Héhe und
einer aufgesetzten Halbkugel mit demselben Radius. Wie viel Wachs braucht
man?

Wir zerlegen die Kerze in zwei einfache Koérper. Das Volumen des Zylinders ist
7 - 3% .10 = 907. Die Halbkugel hat die Halfte eines Kugelvolumens, also
3 - 37+ 3% = 18m. Zusammen sind es 1087 ~ 339,3 cm®. Antwort: Man braucht

ungefahr 340 cm3 Wachs.

So gehst du bei zusammengesetzten Korpern vor

1. Zerlege den Korper in bekannte Teilkorper wie Zylinder, Kegel, Pyramide oder
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Halbkugel.

2. Notiere fUr jeden Teilkdrper die MaBe, die du brauchst, und berechne fehlende
Langen mit dem Satz des Pythagoras.

3. Berechne die Volumina einzeln und addiere sie (bei Hohlraumen subtrahierst
du).

4. Bei der Oberflache zahlst du nur die Flachen, die auRen sichtbar sind.

Haufige Fehler

Verwechsle nicht die Hohe h mit der Seitenhéhe hs bzw. der Mantellinie s. Bei
Angaben mit Durchmesser musst du zuerst halbieren. Und achte auf die Einheiten: 1
Liter entspricht 1000 cm3 bzw. 1 dm3.

Schon gewusst?

Archimedes war so stolz auf seine Entdeckung, dass Kugel und Zylinder gleicher Hohe
im Volumenverhaltnis 2 zu 3 stehen, dass er sich eine Kugel in einem Zylinder auf
seinen Grabstein wunschte. Die Cheops-Pyramide war fast 4000 Jahre lang das
hochste Bauwerk der Welt. Und Seifenblasen sind rund, weil die Kugel bei gegebenem
Volumen die kleinste Oberflache hat. Auch Planeten und groRe Monde sind annahernd
kugelférmig, weil ihre eigene Schwerkraft alle Teile méglichst nah zum Mittelpunkt
zieht.

Ottos Tipp

Skizziere den Koérper und zeichne das rechtwinklige Dreieck, das die Hohe, den Radius
(oder die halbe Kante) und die Mantellinie (oder Seitenhdhe) enthalt. Dort steckt
immer Pythagoras. Schreibe die Formel erst allgemein hin und setze dann ein. So
bekommst du auch Teilpunkte.
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