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Lernzettel - Ahnlichkeit und
Strahlensatze

Klasse: Klasse 9

Ahnliche Figuren haben dieselbe Form, aber nicht dieselbe GréRe. Mit der zentrischen
Streckung und den Strahlensatzen berechnest du Langen, die du nicht direkt messen
kannst.

Einstieg: Wie hoch ist der Turm?

Die Klasse 9b steht vor dem Kirchturm ihrer Stadt. Wie hoch ist er? Hinaufklettern und
messen geht nicht. Aber Mia ist 1,60 m gro und wirft einen Schatten von 2 m. Der
Turm wirft zur selben Zeit einen Schatten von 50 m. Weil die Sonnenstrahlen parallel
sind, haben der Mensch und der Turm mit ihren Schatten dieselbe Form, nur eine
andere GroRe. Dann gilt: Turmhohe zu Schatten verhalt sich wie KérpergroRe zu
Schatten, also h = 50 - % = 40 m. Dieser Gedanke, dass zwei Figuren dieselbe Form

haben und sich nur in der GroBe unterscheiden, ist der Kern des Kapitels. Du lernst,
ihn mit der zentrischen Streckung, der Ahnlichkeit und den Strahlensatzen genau zu
fassen und fur Karten, Modelle und Messungen zu nutzen.

Zentrische Streckung

Definition: zentrische Streckung

Bei einer zentrischen Streckung wahlt man einen Punkt Z, das Streckzentrum,
und eine Zahl k > 0, den Streckfaktor. Jeder Punkt P wird auf einen Bildpunkt P’ auf

dem Strahl ZP abgebildet mit . Bei £ > 1 wird die Figur vergréRert, bei 0
verkleinert, bei k = 1 bleibt sie gleich.

Liegt Z im Ursprung, erhaltst du die Bildpunkte durch Multiplikation der Koordinaten
mit k: P(z|y) — P'(kz|ky). Fur k = 2 gilt A(1]2) — A'(24).
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Satz: Eigenschaften der Streckung

¢ Alle Winkel bleiben gleich groR.

* Alle Langen werden mit k multipliziert.

e Eine Gerade wird auf eine dazu parallele Gerade abgebildet.
e Flacheninhalte werden mit k2 multipliziert.

e Volumen werden mit k3 multipliziert.

Beispiel 1: Flache und Volumen

Ein Rechteck 3 cm x 4 cm wird mit k£ = 3 gestreckt. Ein Wurfel mit 8 cm3 wird
mit £ = 2 gestreckt.

Das Rechteck hat 12 cmz2. Das Bild hat 9 - 12 = 108 cm2 = 12 - 32,
Der Wiirfel hat danach 8 - 22 = 64 cm3.

Ahnliche Figuren und Dreiecke

Definition: ahnlich

Zwei Figuren heiBen ahnlich, wenn die eine durch eine zentrische Streckung (und
eventuell Verschieben, Drehen, Spiegeln) aus der anderen entsteht. Entsprechende
Winkel sind gleich, entsprechende Seiten stehen im gleichen Verhaltnis k.

(
AA'B'C

Satz: Ahnlichkeitssatze fiir Dreiecke

Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn sie Ubereinstimmen

e in zwei Winkeln (WW),

in allen drei Seitenverhaltnissen (SSS),

im Verhaltnis zweier Seiten und im eingeschlossenen Winkel (SWS),

im Verhaltnis zweier Seiten und im Winkel gegenuber der langeren Seite (SsW).

Beispiel 2: Ahnlich oder nicht?

Sind die Dreiecke 3;4;5 und 6; 8;10 ahnlich? Und 3;4;5 und 6;8;11?
$ =38 =20 =2 3hnlich mit k= 2.
1

& # 2: nicht ahnlich.
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Die Strahlensatze

Satz: 1. Strahlensatz

Zwei Strahlen beginnen in Z. Zwei parallele Geraden schneiden sie in A, B (ndher an
Z)und C, D. Dann gilt

—y N\l

(Verhaltnisse auf den Strahlen).

Satz: 2. Strahlensatz

’a 'l =\

(Verhaltnisse mit den Parallelen).

Merke: Merkhilfe

Der 2. Strahlensatz enthilt die Parallelstiicke AB und CD. Die Strahlensatze gelten
ebenso fir sich schneidende Geraden (X-Figur) mit Z in der Mitte.

Satz: Umkehrung des 1. Strahlensatzes

Gilt , dann sind AB und CD parallel.

alNa

Beispiel 3: Parallel?

Esist ZA=4, ZC =6, ZB =10, ZD = 15, Sind AB und CD parallel? Und bei
ZB =9, ZD = 122

4 _ 2 10 _ 2 p; i
= 5 und 35 = 3. Die Geraden sind parallel.

6
2 =3 # 2 Nicht parallel.
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So gehst du vor: Strahlensatz anwenden

1. Male die Figur groR und farbe die beiden Dreiecke mit Z ein.

2. Prufe, dass die Geraden parallel sind.

3. Schreibe das Verhaltnis zweier Strecken als Bruch und setze es gleich zum
Verhaltnis der entsprechenden Strecken.

4. Lose nach der gesuchten Strecke auf.

5. Prufe: Die groBere Figur muss die langeren Strecken haben.

Beispiel 4: Fehlende Strecke

Gegeben sind ZA=4cm, ZC =10 cm, ZB =6 cm und AB = 5 cm. Berechne
ZD und CD.
6-

1. Strahlensatz: - = -2, also ZD = &% =15 cm.
2,5 cm.

2. Strahlensatz: C% = 14—0, alsoCD =125

Beispiel 5: Hohe uber den Schatten

Ein Stab von 1,5 m wirft einen Schatten von 2 m. Ein Baum wirft zur gleichen
Zeit 12 m Schatten. Wie hoch ist der Baum?

Die Sonnenstrahlen sind parallel, die Dreiecke sind ahnlich.

ho_ 15 _
15 = 5, alsoh=9m.

S1 S2

Beispiel 6: Flussbreite

Z ist ein Baum am anderen Ufer. Diesseits misst man AB =10 m und 12 m
weiter eine parallele Strecke CD = 15 m. Wie breit ist der Fluss?
z 10 2

Die Breite z = ZA folgt aus dem 2. Strahlensatz: .55 = 15 = 3.
3x =2x+24, alsoxr =24 m.

MaRstab und Modelle

Ein MaRstab 1 : 25000 ist ein Streckfaktor k = 25—%00. Vier Zentimeter auf der Karte
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sind 4 - 25000 cm = 1km in der Wirklichkeit. Bei Flachen auf Karten und Modellen
musst du das Quadrat des MalRstabs beachten.

Streckung im Koordinatensystem

Liegt das Streckzentrum im Ursprung, ist die Streckung besonders einfach: Du
multiplizierst beide Koordinaten mit k. Ein Punkt P(z|y) wird zu P'(kz|ky). Bei k liegt das
Bild auf der anderen Seite des Zentrums und die Figur steht auf dem Kopf. Das Bild einer
Strecke ist immer parallel zur Originalstrecke. Daran erkennst du eine Streckung auch im
Gitter: Verbindest du Original- und Bildpunkt, laufen alle Geraden durch Z.

Beispiel 7: Dreieck strecken

Strecke das Dreieck A(1]1), B(4/1), C(1|3) vom Ursprung aus mit k = 2.

A'(2]2), B'(8]2), C'(2]6). Die Grundseite wird von 3 auf 6 und die Hohe von 2 auf 4. Die
Flache wachst von 3 auf 12, also mit k2 = 4.

Ahnlichkeit erkennen und nutzen

Zwei Dreiecke sind ahnlich, wenn sie in zwei Winkeln Ubereinstimmen (WW), in allen drei
Seitenverhaltnissen (SSS) oder in einem Winkel und dem Verhaltnis der anliegenden
Seiten (SWS). In ahnlichen Figuren sind entsprechende Winkel gleich und entsprechende
Strecken im gleichen Verhaltnis. Entscheidend ist die richtige Zuordnung: Die kurzeste
Seite gehort zur kdrzesten, die langste zur l[angsten.

Beispiel 8: Fehlende Seite

Zwei ahnliche Dreiecke: Das kleine hat die Seiten 4, 6, 9 cm, das groBe hat
die kiirzeste Seite 10 cm. Wie lang sind die anderen beiden?

k=11 = 2,5. Die anderen Seiten sind 6 - 2,5 = 15 cm und 9 - 2,5 = 22,5 cm. Probe:

Das Verhaltnis % = % = % stimmt.

V-Figur und X-Figur

Die Strahlensatze gelten in zwei Formen. Bei der V-Figur liegen beide Parallelen auf
derselben Seite von Z, bei der X-Figur auf entgegengesetzten Seiten. Die Gleichungen
sind gleich aufgebaut: Alle Strecken, die bei Z beginnen, stehen im gleichen Verhaltnis,
und die Parallelstiicke stehen im gleichen Verhaltnis wie die Strecken von Z aus. Wichtig:
Beim 1. Strahlensatz kannst du nur Strecken auf den Strahlen vergleichen, beim 2.
Strahlensatz brauchst du ein Stuck zwischen den Parallelen.

Beispiel 9: X-Figur

Zwei Geraden schneiden sich in Z. Esist ZA=3cm, ZB=4cm, ZA' =9 cm
und AB || A’B' (auf der anderen Seite von Z). Wie lang ist ZB'?
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ZZ—BB/ = % =2 =3, also ZB' = 4-3 =12 cm. Auch in der X-Figur gelten die gleichen

Verhaltnisse.

Flidchen und Volumen bei Ahnlichkeit

Aus k folgt sofort das Flachenverhaltnis k% und das Volumenverhéltnis k. Das erklart viele
Alltagsfragen: Ein doppelt so hoher Eimer ist nicht doppelt, sondern achtmal so voll. Eine
30-cm-Pizza ist nicht anderthalbmal, sondern 2,25-mal so groB wie eine 20-cm-Pizza.

Beispiel 10: Farbbedarf

Eine Wand von 12m? braucht 2 | Farbe. Wie viel Farbe braucht eine ahnliche,
aber 1,5-fach vergroBerte Wand?

Die Flache wachst mit k2 = 2,25: 12 - 2,25 = 27m?. Farbe: 22,25 = 4,5 |.

Der griechische Gelehrte Thales von Milet soll vor Gber 2500 Jahren die Hohe der
Cheops-Pyramide gemessen haben. Er wartete, bis sein eigener Schatten so lang war
wie er selbst, und mald dann den Schatten der Pyramide. Auch Kartografen,
Architekten und Fotografen nutzen die Ahnlichkeit jeden Tag.

Merke: Das Wichtigste auf einen Blick

e Zentrische Streckung mit dem Zentrum Z und dem Faktor k: Jede Strecke wird
mit k multipliziert, Winkel bleiben gleich.

* Im Koordinatensystem mit Z(0|0): P(z|y) — P'(kz|ky).

o Langen wachsen mit &, Flachen mit k2, Volumina mit k3.

 Ahnliche Figuren stimmen in allen Winkeln Uberein; bei Dreiecken reichen zwei
Winkel oder gleiche Seitenverhaltnisse.

e 1. Strahlensatz: sz, = Zzg,; 2. Strahlensatz: 2221, = % (nur bei parallelen
Geraden).

e Umkehrung: Stimmen die Verhaltnisse auf den Strahlen, sind die Geraden AB
und A'B’ parallel.

e MaBstab 1 : n: Ldngen mal n, Flachen mal n?, Volumina mal n3.

e Anwendungen: Schatten, Flussbreite, Hohenmessung, Karten, Modelle und
Kopierer.

Verdrehe die Verhaltnisse nicht: Zahler und Nenner mussen jeweils zum gleichen
Strahl und zur gleichen Geraden passen. Miss vom Punkt Z aus, nicht nur den
Abschnitt AC. Rechne Flachen mit k2 um, nicht mit k. Verwende die Strahlensatze nur
bei parallelen Geraden.
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Zum Einstieg: Der Daumensprung

Strecke den Arm aus, halte den Daumen hoch und schlieRe abwechselnd das linke und
das rechte Auge. Der Daumen scheint vor dem Hintergrund zu springen. Weil der
Abstand der Augen und die Armlange ein Dreieck bilden, das dem Dreieck aus
Sprungweite und Entfernung ahnlich ist, kann man mit diesem Trick Entfernungen
schatzen. Die Armlange ist etwa zehnmal so gro8 wie der Augenabstand. Springt der
Daumen also um 30 m, ist der Gegenstand ungefahr 300 m entfernt.

Beispiel 11

Ein Tisch wird von einer Lampe beleuchtet, die 2 m uber dem Boden hangt.
Der Tisch ist 0,8 m hoch und 1 m breit. Wie breit ist sein Schatten auf dem
Boden, wenn die Lampe genau uber der Tischmitte hangt?

Die Lichtstrahlen gehen von der Lampe aus und bilden zwei Strahlen, die durch die
Tischkanten laufen. Tischplatte und Schatten sind parallel. Die Lampe ist 1,2 m Uber
dem Tisch und 2 m Uber dem Boden. Nach dem zweiten Strahlensatz gilt + = 12—2 also
s ~ 1,67 m. Antwort: Der Schatten ist ungefahr 1,67 m breit.

Haufige Fehler

Beim zweiten Strahlensatz miissen die Abschnitte immer vom Scheitel Z aus
gemessen werden, nicht zwischen den Parallelen. Aullerdem gelten die Strahlensatze
nur, wenn die Geraden wirklich parallel sind. Achte darauf, dass Flachen nicht mit k,
sondern mit k%> wachsen.

Ottos Tipp

Male die Figur grof8 und farbe die beiden Dreiecke mit Z ein. Schreibe das Verhaltnis
zweier Strecken als Bruch und setze es gleich zum Verhaltnis der entsprechenden
Strecken. Typische Anwendungen sind Schattenlangen, Flussbreiten, Landkarten und
Modelle.
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