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Lernzettel - Statistik: Streuung und
Datenauswertung

Klasse: Klasse 10

Zwei Klassen kdnnen beide den Notenschnitt 3,0 haben, und doch ist in der einen jeder im
Mittelfeld, in der anderen gibt es lauter Einsen und Funfen. Neben der Mitte musst du
daher auch die Streuung betrachten.

Einstieg: Zwei FuBBballteams, gleicher Schnitt

Team A schieft in sechs Spielen 2, 2, 3, 3, 2 und 3 Tore. Team B schief8t 0, 5,0, 5, 1
und 4 Tore. Beide Teams haben im Mittel 2,5 Tore pro Spiel. Trotzdem sind sie vollig
verschieden: Team A ist verlasslich, Team B schwankt stark. Der Mittelwert allein
verrat das nicht. Um zu beschreiben, wie stark Daten um die Mitte streuen, braucht
man Streuungsmafe wie Spannweite, Quartilsabstand und Standardabweichung. In
diesem Kapitel lernst du, sie zu berechnen, in Boxplots darzustellen und kritisch zu
deuten.

Lage- und Streuungsmafie

Definition: LagemaRe

Der Mittelwert ist * = w Der Median ist der mittlere Wert der geordneten

Liste. Der Modus ist der haufigste Wert. Der Mittelwert reagiert stark auf Ausreiler,
der Median kaum.

Definition: Spannweite und Quartile

Die Spannweite ist R = Tpax — Tmin. Das untere Quartil Q1 ist der Median der
unteren Halfte, das obere Quartil Q3 der Median der oberen Halfte. Bei ungerader
Anzahl wird der mittlere Wert nicht mitgezahlt. Der Quartilsabstand ist

IQR = @3 — Q1 und umfasst die mittleren 50 % der Daten.

Definition: Boxplot

Der Boxplot zeigt finf Werte: Minimum, @1, Median, @3 und Maximum. Die Box reicht
von @1 bis @3, im Inneren steht der Median, die Linien (Whisker) fihren zu Minimum
und Maximum.
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QWMedianQ3

1. Ordne die Daten der GrofRe nach.

2. Bestimme Minimum, Maximum und den Median.

3. Teile die Liste in zwei Halften (bei ungerader Anzahl ohne den Median) und
bestimme @1 und Q3.

4. Berechne Spannweite und Quartilsabstand und zeichne den Boxplot.

Beispiel 1: Quartile

Daten: 3, 5, 6, 6, 7, 8, 9, 10, 12. Bestimme die Fiinf-Punkte-
Zusammenfassung.

n =9, der Median ist der funfte Wert: 7.
Untere Halfte 3, 5, 6, 6: @1 = 2% = 5,5. Obere Halfte 8, 9, 10, 12: Q3 = 212 =95,

IQR =4 und R = 9. Werte jenseits von @1 — 1,5 - IQR und Q3 + 1,5 - IQR gelten als
AusreiBler.

Ordne die Daten immer zuerst, bevor du den Median bestimmst. Bei ungerader Anzahl
nimmst du den Median nicht in beide Halften auf, wenn du die Quartile berechnest.

Varianz und Standardabweichung

Definition: Varianz und Standardabweichung

Die Varianz ist die mittlere quadratische Abweichung vom Mittelwert:

o2 — (1 —Z2)+ (xz2— %)%+ + (z, — T)2

n

Die Standardabweichung ist o = Vo2 und hat dieselbe Einheit wie die Daten. Je

groRer o, desto starker streuen die Werte. (Bei Stichproben teilt man oft durchn — 1,
hier rechnen wir mit n.)

So gehst du vor: Standardabweichung berechnen
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1. Berechne den Mittelwert Z.

2. Bilde in einer Tabelle fur jeden Wert die Abweichung und ihr Quadrat.
3. Addiere die Quadrate und teile durch n: Das ist die Varianz.

4. Ziehe die Wurzel: Das ist die Standardabweichung.

Beispiel 2: Standardabweichung

Daten: 2,4,4,4,5,5, 7, 9.

z = 4 = 5. Quadrierte Abweichungen: 9,1,1,1,0,0,4, 16, Summe 32. Also
o?=32 =4undo=2.

Beispiel 3: Gleicher Mittelwert

Klasse A hat die Noten 3, 3, 3, 3, 3, Klasse B die Noten 1, 2, 3, 4, 5.
Vergleiche die Streuung.

Beide haben den Mittelwert 3. Bei A ist o = 0. Bei B ist ¢? = #4144 — 2 yng
o =12~ 141. Die Standardabweichung macht den Unterschied sichtbar.

Merke: Verschieben und Strecken der Daten

Addierst du zu jedem Wert dieselbe Zahl ¢, verschiebt sich der Mittelwert um ¢, aber o
bleibt gleich. Multiplizierst du jeden Wert mit £ > 0, werden Mittelwert und o mit k
multipliziert.

Daten richtig auswerten

Merke: Welches MaRB passt?

Bei Ausreilsern oder schiefen Daten, zum Beispiel Gehaltern, sind Median und
Quartilsabstand besser. Bei symmetrischen Daten ohne Ausreilser passen Mittelwert
und Standardabweichung.

Beispiel 4: Abgeschnittene Achse

Zwei Saulen haben die Hohen 98 und 102. Die y-Achse beginnt erst bei 96.
Was fallt auf?

Die Saulen erscheinen 2 und 6 Einheiten hoch, die zweite wirkt dreimal so hoch.
Tatsachlich ist % ~ 1,04: Der Unterschied betragt nur 4 %.

LagemaRe im Vergleich

Der Mittelwert ist die Summe aller Werte geteilt durch ihre Anzahl. Der Median ist der Wert
in der Mitte der geordneten Liste. Der Modus ist der haufigste Wert. Welches MaR sinnvoll
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ist, hangt von den Daten ab. Der Mittelwert reagiert empfindlich auf AusreiBBer, einzelne
extrem grolSe oder kleine Werte. Der Median bleibt dagegen stabil. Bei Gehaltern,
Immobilienpreisen oder Vermdgen ist der Median meist aussagekraftiger als der
Mittelwert. Beim Vergleichen zweier Verteilungen gentgt jedoch keines der Lagemale
allein, denn Verteilungen mit gleichem Mittelwert kbnnen sehr verschieden aussehen.

Beispiel 6: AusreiBer verfalschen den Mittelwert

In einer kleinen Firma verdienen sieben Personen monatlich 2400 €, 2500 €,
2600 €, 2600 €, 2800 €, 3000 € und 9000 €. Berechne Mittelwert und Median
und beurteile.

Die Summe betragt 24 900 €, der Mittelwert also w ~ 3557 €. Der Median ist der

vierte Wert der geordneten Liste: 2600 €. Der Mittelwert liegt weit Uber dem, was die
meisten verdienen, weil das Gehalt von 9000 € ihn nach oben zieht. Ohne diesen Wert
ist der Mittelwert 15T900 = 2650 €. Der Median beschreibt hier die typische Person

besser.

Streuungsmalie

Die einfachste KenngroRe ist die Spannweite R = Zmax — Tmin. Sie ist leicht zu berechnen,
wird aber von einem einzigen Ausreilser bestimmt. Robuster ist der Quartilsabstand

IQR = @3 — Q1, die Breite der mittleren Halfte der Daten. Die Standardabweichung s
misst, wie weit die Werte im Durchschnitt vom Mittelwert entfernt sind. Sie ist die Wurzel
aus der Varianz, dem Mittelwert der quadrierten Abweichungen: s> = = > (z; — )% Das
Quadrieren sorgt dafur, dass positive und negative Abweichungen sich nicht aufheben. Die
Standardabweichung hat dieselbe Einheit wie die Daten und lasst sich direkt
interpretieren.

Beispiel 7: Standardabweichung in einer Tabelle

Berechne die Standardabweichung der Daten 2, 4, 4, 4, 5, 5, 7, 9.

Z; 24|4|4|5(5(7|9

Ty = ¥ -3(-1(-1|-1{0(0(2]|4

(z;—Z)*|9 [1 |1 |1|0|0|4]|16

Der Mittelwert ist * = % = 5. Die Summe der quadrierten Abweichungen betragt 32.

Die Varianz ist 82 = % =4, die Standardabweichung s = 2. Die Werte weichen im

Mittel um 2 vom Durchschnitt ab.

Beispiel 8: Mittelwert aus einer Haufigkeitstabelle

In einer Klasse mit 28 Schiilern sind die Mathenoten: 3-mal die 1, 7-mal die
2, 9-mal die 3, 6-mal die 4, 2-mal die 5 und 1-mal die 6. Berechne Mittelwert,
Median und Standardabweichung.

Der Mittelwert ist T = 3'1+7'2+9'3;86'4+2'5+1'6 = % = 3,0. Fir den Median zahlst du: Die
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Platze 14 und 15 liegen in der Gruppe der Dreier (kumuliert 3, 10, 19), also ist der
Median 3. Fur die Varianz rechnest du
Sfilzi—2)2=3-44+7-1+9-0+6-1+2-4+1-9 =42 und teilst durch 28:
s2=1,5s~1,22,

Achtung: Typische Fehler

Erstens: Vor dem Bestimmen von Median und Quartilen mussen die Daten geordnet
werden. Zweitens: Bei einer geraden Anzahl von Werten ist der Median der Mittelwert
der beiden mittleren Werte, und die Quartile bestimmst du als Mediane der beiden
Halften. Drittens: Die Standardabweichung ist nicht der Mittelwert der Abweichungen.
Viertens: Gleiche Mittelwerte bedeuten nicht gleiche Verteilungen, vergleiche immer
auch ein Streuungsmal. Flnftens: Einen Mittelwert von Mittelwerten darfst du nur
bilden, wenn die Gruppen gleich grol$ sind.

Boxplots lesen und vergleichen

Ein Boxplot zeigt die Funf-Punkte-Zusammenfassung Minimum, unteres Quartil, Median,
oberes Quartil und Maximum. Die Box enthalt die mittleren 50 % der Daten, die Linie in
der Box ist der Median, die Antennen reichen bis zum kleinsten und groRten Wert. Eine
kurze Box bedeutet geringe Streuung, eine langere Antenne auf einer Seite eine schiefe
Verteilung. Wenn die Boxen zweier Datensatze sich kaum Uberlappen, unterscheiden sich
die Gruppen deutlich. Schreibe beim Vergleich immer einen Satz mit Zahlen: , Die Mediane
sind gleich, aber der Quartilsabstand von Klasse A ist doppelt so grofs.”

Beispiel 9: Zwei Klassen im Vergleich

Zwei Klassen schreiben denselben Test. Die Funf-Punkte-
Zusammenfassungen sind fur A: 1; 2; 3; 4; 6 und fuar B: 2; 2,5; 3; 3,5; 4.
Vergleiche.

Beide Klassen haben den Median 3. Die Spannweite ist bei A mit 5 mehr als doppelt so
grols wie bei B mit 2, und der Quartilsabstand betragt bei A 2 und bei B 1. Die
Leistungen in Klasse B liegen enger beisammen, in Klasse A gibt es sowohl sehr gute
als auch schwache Ergebnisse.

So gehst du vor: Einen Boxplot zeichnen
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. Ordne die Daten der GroRe nach.
. Bestimme den Median. Bei ungerader Anzahl ist es der mittlere Wert, bei
gerader der Mittelwert der beiden mittleren.

3. Teile die Daten in die untere und obere Halfte (bei ungerader Anzahl ohne den
Median) und bestimme deren Mediane @1 und Qs.

4. Zeichne eine Skala, die zu den Daten passt, und trage Minimum, @1, Median, @3
und Maximum ein.

5. Zeichne die Box von Q1 bis @3, den Median als Strich und die Antennen zu

Minimum und Maximum.

N

AusreiBer erkennen

Ein einzelner ungewohnlich grolSer oder kleiner Wert kann den Mittelwert und die
Spannweite stark verandern. Eine gebrauchliche Regel nennt einen Wert AusreiRer, wenn
er mehr als das Eineinhalbfache des Quartilsabstands Uber dem oberen oder unter dem
unteren Quartil liegt. Bei den Fahrzeiten des Busses ist das Quartil @3 = 19,5 Minuten und
der Quartilsabstand 4 Minuten. Die Grenze liegt bei 19,5 + 1,5 - 4 = 25,5 Minuten, und 31
Minuten ist ein AusreiBer. Wichtig ist, dass du einen AusreifRer nicht einfach streichst.
Prufe, woher er kommt: Ein Messfehler wird korrigiert, aber eine echte Verspatung durch
einen Unfall gehort zu den Daten und zeigt, dass der Bus manchmal sehr unpunktlich ist.

Daten richtig auswerten

Statistik besteht nicht nur aus Rechnen, sondern auch aus Fragen an die Daten. Wer
wurde befragt? Eine Umfrage nur unter Gymnasiasten sagt wenig Uber alle Jugendlichen.
Wie grol3 ist die Stichprobe? Mit funf Befragten ist jedes Ergebnis zufallig. Wurde gerundet
oder gruppiert? Wie sieht die Achse des Diagramms aus? Bei Kreis- und
Saulendiagrammen solltest du auf die Beschriftung und die Skala achten, denn eine
abgeschnittene Achse lasst kleine Unterschiede riesig erscheinen. Auch
Durchschnittswerte kénnen tauschen: Die Aussage ,im Durchschnitt hat jeder Deutsche
etwa ein Auto” sagt nichts dartber, wie viele Menschen Uberhaupt keines besitzen. Gib
deshalb zu jedem Mittelwert eine Streuung an.

Beispiel 10: Boxplot zeichnen

Zeichne den Boxplot fur die Wartezeiten 4; 7; 8; 10; 11; 13; 17 (in Minuten).

Die Daten sind geordnet. Der Median ist der vierte Wert, also 10. Die untere Halfte 4;
7; 8 hat den Median @1 = 7, die obere Halfte 11; 13; 17 den Median Q3 = 13. Das
Minimum ist 4, das Maximum 17. Die Box reicht von 7 bis 13, und der Strich bei 10
liegt etwas links von der Mitte der Box. Der Quartilsabstand betragt 6 Minuten, die
Spannweite 13 Minuten. Die Halfte aller Wartezeiten liegt zwischen 7 und 13 Minuten.

Hinweis: Faustregel fiur die Standardabweichung

Bei vielen naturlichen Daten, zum Beispiel KorpergroRen, liegen etwa zwei Drittel aller
Werte héchstens eine Standardabweichung vom Mittelwert entfernt, und fast alle
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Werte (etwa 95 %) hochstens zwei Standardabweichungen. Diese Faustregel gilt fur
glockenférmige Verteilungen. Bei einer KérpergréRe mit dem Mittelwert 170 cm und
der Standardabweichung 8 cm sind GroRen zwischen 162 cm und 178 cm also normal,
GrofBen uber 186 cm schon ungewdhnlich.

Wusstest du? Tukey und der Boxplot

Der amerikanische Statistiker John Tukey entwickelte in den 1970er Jahren den
Boxplot, weil er Daten schnell und ehrlich vergleichen wollte, ohne sich auf einen
einzigen Wert zu verlassen. Er sagte, ein Bild sei oft mehr wert als tausend Tabellen.
Heute findest du Boxplots in Wetterberichten, Studien und Berichten Uber Lohne.
Achte aber immer auf die Achsen: Eine abgeschnittene Achse kann kleine
Unterschiede riesig wirken lassen.

Merke: Das Wichtigste auf einen Blick

2T

n
Wert); der Median ist robust gegen AusreilSer.
e Spannweite R = Zmax — Tmin; Quartilsabstand IQR = @3 — @1 umfasst die
mittleren 50 % der Daten.
e FUnf-Punkte-Zusammenfassung: Minimum, @1, Median, @3, Maximum;
Darstellung im Boxplot.

« Varianz s = 1 3 (z; — 2)?, Standardabweichung s = Vv s?; gleiche Einheit wie
die Daten.

e Mittelwert * = , Median (Mitte der geordneten Liste), Modus (haufigster

2 _ X filzi—7)? _

> fiwi
== und s” = -

e Bei Haufigkeitstabellen: T =

e Addiert man eine Zahl zu allen Daten, verschiebt sich der Mittelwert, die
Streuung bleibt; multipliziert man mit k, ndert sich s um den Faktor |&|.

e Gleiche Mittelwerte kdnnen zu sehr verschiedenen Verteilungen gehdéren:
Streuung immer mit angeben.

e Diagramme kritisch lesen: abgeschnittene Achsen und ungleiche Skalen kénnen
tauschen.

Diagramme kdnnen tauschen: abgeschnittene y-Achse, ungleiche Achsenabstande,
3D-Saulen. Verwechsle Prozentpunkte und Prozente nicht: Steigt ein Anteil von 40 %
auf 44 %, sind das 4 Prozentpunkte, relativ aber 10 % mehr. Mittelwerte von
Teilgruppen musst du nach den GruppengroRen gewichten.

Beispiel 5: Median und Mittelwert

Funf Gehalter in Euro: 2000, 2200, 2300, 2400, 12000. Vergleiche Mittelwert
und Median.

Mittelwert: % = 4180 €. Median: 2300 €. Der AusreiBer 12000 zieht den Mittelwert
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I stark nach oben, der Median bleibt typisch. Hier ist der Median das bessere MaR.

Ottos Tipp

Ordne die Daten immer zuerst der GrolRe nach. Danach findest du Median und Quartile
fast von selbst. Bei der Standardabweichung hilft eine Tabelle mit den Spalten Wert,
Abweichung und Abweichung zum Quadrat.
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