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Lernzettel - Prufungsvorbereitung MSA:

Geometrie und Stochastik

Klasse: Klasse 10

Im Bereich Geometrie und Stochastik des MSA begegnen dir der Satz des Pythagoras, die
Winkelfunktionen, Flachen und Koérper und einfache Wahrscheinlichkeitsrechnung. Der
ubliche Losungsweg lautet: Skizze, Formel, Einsetzen, Ergebnis, Antwortsatz.

Einstieg: Hohen messen ohne Klettern

Wie hoch ist der Kirchturm deiner Stadt? Du musst nicht hinaufklettern. Du misst den
Abstand zum Turm, visierst die Spitze an und liest den Winkel ab. Aus diesen beiden
Angaben berechnest du mit dem Tangens die Hohe. Mit Pythagoras, Sinus, Kosinus
und Tangens lassen sich unzahlige Langen und Winkel bestimmen, die du nicht
messen kannst. Dazu kommen Kreise, Kérper und die Wahrscheinlichkeitsrechnung. In
diesem Kapitel Ubst du die geometrischen und stochastischen Aufgabentypen des
Mittleren Schulabschlusses.

Satz des Pythagoras

Satz: Satz des Pythagoras

In einem rechtwinkligen Dreieck gilt a®> + b*> = ¢%. Dabei ist c die Hypotenuse
(gegeniiber dem rechten Winkel), a und b sind die Katheten. Es folgt ¢ = va? + b?

und a = V2 — b2,

Beispiel 1: Leiter

Eine 5 m lange Leiter steht mit dem FuRB 1,5 m von der Wand entfernt. Wie
hoch reicht sie?

h = /25— 2,25 = /22,75 ~ 4,77 m.

Sinus, Kosinus und Tangens

B

Hypgte€nuse %

\ &
A Ankathet&b

Definition: Sinus, Kosinus, Tangens
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Far den Winkel a im rechtwinkligen Dreieck gilt:

) Gegenkathete Ankathete Gegenkathete
sino = , Cosa=—— tana =
Hypotenuse Hypotenuse Ankathete

Stelle den Taschenrechner auf DEG. Winkel aus Seiten berechnest du mit sin‘l, cos™ !

und tan?, Gegenkathete und Ankathete hangen vom gewahlten Winkel ab: Die
Gegenkathete liegt gegenuber, die Ankathete liegt am Winkel an.

Beispiel 2: Seite berechnen

Hypotenuse 10 cm, a = 35°. Berechne a und b.
a=10-sin35° ~ 5,74 cm und b = 10 - cos 35° ~ 8,19 cm.

Beispiel 3: Winkel berechnen

Die Katheten sind 3 cm und 4 cm. Berechne «.

tana = %, also a = tan~1(0,75) ~ 36,9°. Eine StraRensteigung von 12 % entspricht
tana = 0,12, also a ~ 6,8°.

Beispiel 4: Hohe eines Baumes

Aus 20 m Abstand sieht man die Spitze unter 40°. Wie hoch ist der Baum
(ohne Augenhohe)?

h =20 -tan40° ~ 16,8 m.

Im Satz des Pythagoras nicht die Hypotenuse mit einer Kathete verwechseln. Stelle
den Taschenrechner auf DEG. Verwechsle bei Kérpern nicht die Mantellinie s mit der
Hohe h.

Abstand im Koordinatensystem

Satz: Abstand zweier Punkte

Fur A(z1]y1) und B(za|ys) gilt d = v/(z2 — z1)2 + (y2 — y1)2. Zeichne ein
Steigungsdreieck, dann siehst du die beiden Katheten. Fiir A(1|2) und B(4/6) ist

d=+v9+16 =5,
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Kreis und Korper

U = 2nr und A = 7r2. Ein Sektor mit dem Winkel o hat die Flache A = 7r? - ﬁ und
die Bogenlange b = 277 - 5.

Satz: Korperformeln

e zylinder: V = wr2h, O = 27r? + 27rh

e Kegel: V = %7‘1’7’2’1, s=vVr2+h2 M =nrs
« Kugel: V = gar3, O = 4mr?

« Quader: Raumdiagonale d = Va2 + b2 + c2

Beispiel 5: Raumdiagonale

Berechne die Raumdiagonale fiira =3, b =4, c = 12,
d=+9+16 + 144 = /169 = 13.

Wahrscheinlichkeit

Satz: Laplace-Experiment

N . , . Anzahl glnstiger Ergebni
Bei gleich wahrscheinlichen Ergebnissen gilt P(E) = =3 Frecinse - B

Wiirfel ist P(gerade) = % = % Bei mehrstufigen Experimenten wird entlang eines
Pfades multipliziert, Pfade zum selben Ereignis werden addiert.

eim

Beispiel 6: Zweimal wirfeln

Wie grobB ist die Wahrscheinlichkeit fur einen Pasch, fur die A ugensumme 7
und fiur die Augensumme 12?

Es gibt 6 - 6 = 36 gleich wahrscheinliche Paare. Pasch: 6 Paare, P = %. Summe 7: 6
Paare, P = %. Summe 12: nur (6/6), P = =

Beispiel 7: Urne ohne Zurucklegen

Eine Urne enthalt 4 rote und 6 blaue Kugeln. Zweimal ohne Zuricklegen:
P(rot,rot)?

110 . % = 1—25 Mit Zurlicklegen ware es 0,4 - 0,4 = 0,16.

So gehst du vor: Sachaufgaben im MSA
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1. Lies die Aufgabe, zeichne eine Skizze und trage alle GroRen ein.

2. Wahle das Verfahren: rechtwinkliges Dreieck (Pythagoras oder Winkelfunktion),
Korper (Formel), Zufall (Baumdiagramm).

3. Rechne mit allen Stellen des Taschenrechners und runde erst am Ende.

4. Schreibe einen Antwortsatz mit Einheit.

Beispiel 8: Kegel

Ein Kegel hat 7 = 3 cm und 2 = 4 cm. Berechne die Mantellinie, das Volumen
und die Mantelflache.

s=vVr2+h2=+/9+16=5cm.
V=4r-9-4=12r~ 37,7 cm?®.
M=mrs=m-3-5= 157 ~ 47,1 cm?.

Beispiel 9: Kreissektor

Ein Kreisausschnitt hat 7 = 6 cm und o = 60°, Berechne Flache und
Bogenlange.

Der Sektor ist % = % des Kreises. A =7 - 36 - % = 67 ~ 18,85 cm? und
b=2m-6-¢ =2m~ 6,28 cm.

Pythagoras verbindet die drei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks, Sinus, Kosinus
und Tangens verbinden Winkel und Seitenverhaltnisse. Kreis und Kdérper berechnest
du mit festen Formeln, bei zusammengesetzten Koérpern addierst du Teilvolumina. In
der Stochastik zahlst du gunstige Ergebnisse oder nutzt Pfadregeln im
Baumdiagramm.

Welches Werkzeug im rechtwinkligen Dreieck?

In einem rechtwinkligen Dreieck gibt es zwei Werkzeuge. Kennst du zwei Seiten und
suchst die dritte, verwendest du den Satz des Pythagoras a® + b*> = 2. Kennst du eine
Seite und einen spitzen Winkel und suchst eine Seite, oder kennst du zwei Seiten und
suchst einen Winkel, verwendest du Sinus, Kosinus oder Tangens. Die Zuordnung der
Seiten hangt vom Winkel ab, den du betrachtest: Die Gegenkathete liegt gegenliber dem

Winkel, die Ankathete liegt an ihm an, die Hypotenuse liegt gegenuber dem rechten
. e __ Gegenkathete __ Ankathete _ Gegenkathete .
Winkel. Mit sina = —g=22 o=, COS @ = 7 ctenuse UNd tan o = —pmr = kannst du jedes

Dreieck l6sen. Achte darauf, dass dein Taschenrechner im Gradmaf (DEG) steht.
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Hypotenuse Gegenkatl

a n
Ankathete

Beispiel 10: Steigungswinkel einer Rampe

Eine Rampe uberwindet 1,2 m Hohenunterschied auf 5 m waagerechter
Lange. Wie groBR ist der Steigungswinkel, und welche Steigung in Prozent
hat sie?

Die Hohe ist die Gegenkathete, die waagerechte Lange die Ankathete. Also

tana = % = 0,24 und a = tan~1(0,24) ~ 13,5°. Die Steigung in Prozent ist der
Quotient selbst: 0,24 = 24 %. Beachte: Steigung und Winkel sind verschieden. Eine
Steigung von 100 % entspricht einem Winkel von 45°, nicht von 90°.

Beispiel 11: Hohe eines Turms

Vom Punkt P, der 25 m vom FuB eines Turms entfernt liegt, wird die
Turmspitze unter dem Winkel 38° angepeilt. Das Messgerat befindet sich in
1,6 m Hohe. Wie hoch ist der Turm?

Die H6he Uber dem Messgerat ist die Gegenkathete des Winkels 38°, der Abstand 25
m die Ankathete. Aus tan 38° = 2—”5 folgt h = 25 - tan 38° ~ 250,781 = 19,5 m. Dazu

kommt die Hohe des Messgerats: Der Turm ist etwa 19,5 + 1,6 = 21,1 m hoch. Der
haufigste Fehler ist, diese Augenhdhe zu vergessen.

Beispiel 12: Kreisring und Zylinder

Ein Metallring hat den auBeren Radius 5 cm und den inneren Radius 3 cm.
Welche Flache hat er? Wie viel Kubikzentimeter Metall enthalt er bei einer
Dicke von 2 cm?

Die Ringflache ist die Differenz der Kreisflichen: A = 7- 52 — 7 - 32 = 167 ~ 50,3 cm?.

Das Volumen ist Flache mal Dicke: V = 167 - 2 =~ 100,5 cm3. Alternativ konntest du das
Volumen als Differenz zweier Zylinder berechnen.

Achtung: Typische Fehler in der Geometrie

Erstens: Wer in der Formel A = 7r? den Durchmesser statt des Radius einsetzt, erhalt
die vierfache Flache. Zweitens: Beim Zylindervolumen mussen alle Langen in
derselben Einheit stehen. Rechne am Ende 1000 cm3 in 1 Liter um. Drittens: Der Satz
des Pythagoras gilt nur im rechtwinkligen Dreieck, und die Hypotenuse ist stets die
langste Seite. Viertens: Bei der Winkelberechnung (sin™!, cos™!, tan~') musst du die
Umkehrtasten benutzen und nicht den Quotienten noch einmal in die Funktion
einsetzen.
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Wahrscheinlichkeit: Zweistufige Zufallsexperimente

Bei einem Laplace-Experiment sind alle Ergebnisse gleich wahrscheinlich, und es gilt

_ Anzahl der gUnstigen Ergebnisse . . . . . .
P(E) = = ahlaller Brgebmisse - B€1 ZWeistufigen Experimenten zeichnest du ein

Baumdiagramm und wendest die Pfadregeln an: Entlang eines Pfades multiplizierst du,
mehrere Pfade zum selben Ereignis addierst du. Bei Ziehen ohne Zurltcklegen andern sich
die Wahrscheinlichkeiten der zweiten Stufe. Ein nUtzlicher Trick ist das Gegenereignis:
,mindestens eine 6“ berechnest du als 1 — P(keine 6).

Beispiel 13: Zwei Wurfel

Zwei faire Wiurfel werden geworfen. Wie wahrscheinlich ist die A ugensumme
7, und wie wahrscheinlich ist mindestens eine Sechs?

Es gibt 6 - 6 = 36 gleich wahrscheinliche Ergebnisse. Die Summe 7 entsteht aus
(116), (2/5), (3]4), (4]3), (5/2), (6]1), das sind 6 Ergebnisse: P = = = . Fur
»~mindestens eine Sechs" ist das Gegenereignis , keine Sechs” mit 5 -5 = 25

Ergebnissen. Also P =1— 2 = & ~ 0,31,

So gehst du vor: Geometrie-Sachaufgaben

1. Fertige eine Skizze an und beschrifte alle gegebenen und gesuchten GrolSen.

2. Erkenne die Teilfigur: rechtwinkliges Dreieck, Kreis, Prisma, Zylinder, Kegel oder
Kugel.

3. Wahle die Formel: Pythagoras, Winkelfunktionen oder Flachen- und

Volumenformel.

Rechne mit Einheiten und rechne am Ende in die verlangte Einheit um.

Priife das Ergebnis mit einer Uberschlagsrechnung und schreibe einen

Antwortsatz.

bl e

Korper in der Prufung

Bei Kérperaufgaben ist meist ein Alltagsgegenstand beschrieben: eine Getrankedose, eine
Eistute, ein Silo oder ein Ball. Erkenne zuerst, aus welchen Grundkorpern er besteht, und
schreibe die passenden Formeln auf. Viele Pruflinge verlieren Punkte, weil sie bei
zusammengesetzten Korpern Flachen mitzahlen, die innen liegen, zum Beispiel die
Kreisflache zwischen Zylinder und Halbkugel. Frage dich bei der Oberflache immer, welche
Teile man von aulBen sieht und anstreichen wirde.

Beispiel 14: Eistute

Eine Eistute hat den Radius 3 cm und die Hohe 10 cm. Wie groB ist die
Mantelflache, und wie viel Eis passt hinein?
Zuerst berechnest du die Mantellinie mit Pythagoras: s = v/ 32 + 10% = /109 ~ 10,44

cm. Die Mantelflache ist M = nrs =~ - 3 - 10,44 ~ 98,4 cm2. Das Volumen betragt
V =1mr’h = 17-9-10 ~ 94,2 cm?, das sind etwa 0,09 Liter.
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Beispiel 15: Dreieck im Koordinatensystem

Zeige, dass das Dreieck A(1|1), B(5|1), C(5/4) rechtwinklig ist, und berechne
seinen Umfang.

Die Strecke AB liegt waagerecht mit AB = 4, die Strecke BC senkrecht mit BC' = 3.
Also ist der Winkel bei B ein rechter. Die Hypotenuse ist AC = v/42 + 32 =5, Der
Umfang betragt 4 + 3 + 5 = 12, Die Flache ist % -4-3=6.

Hinweis: Rundung und Einheiten

Rechne mit ungerundeten Zwischenergebnissen und runde erst am Ende, sonst
addieren sich die Rundungsfehler. Gib Langen in Metern oder Zentimetern, Flachen in
Quadrateinheiten und Volumina in Kubikeinheiten an. Eine Flache in Metern oder ein
Volumen ohne Einheit gilt in der Prafung als Fehler. Prife am Ende auRerdem, ob dein
Ergebnis zur GroBenordnung passt: Eine Leiter kann nicht hoher reichen als lang sie
ist.

Wusstest du? Eratosthenes misst die Erde

Vor Uber 2000 Jahren bestimmte der griechische Gelehrte Eratosthenes den Umfang
der Erde. Er wusste, dass die Sonne in Syene zur Mittagszeit senkrecht steht, in
Alexandria aber einen Schatten wirft, der einem Winkel von etwa 7,2° entspricht. Das
ist der funfzigste Teil des Vollkreises. Mit dem Abstand der Stadte konnte er den
Erdumfang abschatzen, und sein Ergebnis kommt dem heutigen Wert von etwa 40
000 km erstaunlich nahe. Er brauchte dazu nur Winkel, Proportionen und einen Stock.

Merke: Das Wichtigste auf einen Blick

e Satz des Pythagoras im rechtwinkligen Dreieck: a? + b? = ¢2 (c Hypotenuse);

Abstand zweier Punkte d = v/(z2 — z1)% + (y2 — y1)2.

Gegenkathete _ Ankathete __ Gegenkathete . o o =il 1
Hypotenuse ' LRl = Hypotenuse ’ tana = Ankathete ’ Winkel mit sin"~, cos

e Sinax =
,tan™ ",

e Steigung in Prozent = tana - 100 %; 100 % entsprechen 45°.

o Kreis: U = 2wr, A = 7r?; Kreisring A = n(R? — r?),

e Zylinder V = nr?h, O = 2xr? + 2nrh; Kegel V = 37r?h, M = rs mit
s = Vr? + h? Kugel V = gmr3, O = 4mr?,

e Raumdiagonale eines Quaders: d = v a? + b% + ¢2.

« Laplace: P(E) = Elstie

alle
Pfaden; Gegenereignis .
e Bei Sachaufgaben immer Skizze, Einheiten kontrollieren und Antwortsatz
schreiben.

; Pfadregeln: multiplizieren langs, addieren zwischen den
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Beim Ziehen ohne Zuricklegen musst du die Wahrscheinlichkeiten anpassen. Beim
Kegel brauchst du fir die Mantelflache die Mantellinie s, nicht die Hohe h.

Ottos Tipp

Zeichne bei jeder Geometrieaufgabe eine Skizze und beschrifte den gegebenen
Winkel. Dann ordnest du die Seiten richtig zu: Gegenkathete liegt gegenuber vom
Winkel, Ankathete liegt am Winkel an. Bei Wahrscheinlichkeiten hilft ein
Baumdiagramm immer.
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