Lésungen - Tangenten und Normalen

Losungen - Tangenten und Normalen

Klasse: Einfuehrungsphase

Losung zu Aufgabe 1

b) f(—=1) = -1, P(—=1] = 1); f'(z) = 32, f'(-1) = 3; t()
) f2) = 5. P(2| 3); f'(x) = =25, f'(2) = — 4

Probe: t(2) = —5 + 1= 3.

Merke: Die Tangente hat in ¢ dieselbe Steigung wie der Graph. Man braucht also den
Beriihrpunkt P(zg | f(z¢)) und die Steigung f'(x¢); dann liefert die Punkt-Steigungs-
Form t(z) = f'(xo)(x — z¢) + f(zo) die Gleichung. Die Probe t(zo) = f(xo) prift, ob die
Tangente durch den Beruhrpunkt geht.

Losung zu Aufgabe 2

a) f(1)=1, f'(1)=2,alsom, =—3.n(z)=—3(@x—-1)+1=—-1z+ 3

b) f(1) = -1, f'(z) =32> -2, f'(1) =1,alsom, =—-1.n(z) = —(z—1) — 1= —=z.
c) f(2) =4—-8=—4, f'(z) =2z — 4, f'(2) = 0: Die Tangente y = —4 ist waagerecht,
die Normale ist die senkrechte Gerade = = 2.

Merke: Die Normale steht senkrecht auf der Tangente. Fur ihre Steigung qgilt

my, = —%, denn das Produkt zweier senkrechter Steigungen ist —1. Ist die
Tangente waagerecht wie bei c), lasst sich diese Formel nicht anwenden; die Normale
ist dann eine senkrechte Gerade der Form x = xy.

Losung zu Aufgabe 3

a) f(2) =2-4-3-2=2, also P(2|2).

b) f'(z) =4z — 3, f'(2) =8 -3 =5,

c)t(z) =5(x —2)+2=>5z—8.

d) t(2) =10 — 8 = 2 = f(2) v. Schnittpunkt mit der y-Achse: t(0) = —8, also (0| — 8).
Antwort: Die Tangente lautet t(z) = 5z — 8. Sie beriihrt die Parabel im Punkt P(2|2)
und schneidet die y-Achse bei —8. Die Probe bestatigt, dass Tangente und Graph im
BerUhrpunkt denselben Funktionswert haben.

Losung zu Aufgabe 4

a) fl(z) =322 -3=9=22=4=2=20derz = —2.

b) £(2) =2, f(—2) = —2. t1(x) = 9(z — 2) + 2 = 9z — 16;

to(z) =9(xz +2) — 2 =92 + 16.

c) 322 —3=0= z = &1; Punkte (1| — 2) und (—1]2) mit den Tangenten ¥y = —2 und
y=2,

Begrundung: Gesucht sind die Stellen, an denen die Ableitung den vorgegebenen Wert
hat. Da f’ quadratisch ist, gibt es zwei solche Stellen. Die beiden Tangenten mit
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Steigung 9 sind parallel. Weil f punktsymmetrisch zum Ursprung ist, liegen auch die
BerUhrpunkte und die waagerechten Tangenten symmetrisch.

Losung zu Aufgabe 5

a) fl(z) ==, f/(1) =1, tana=1= a = 45°.

b) f'(v/3) = V3 = a = arctan /3 = 60°,

c) x = tan30° = % ~ 0,577.

d) f'(—=1) = —1 = a = —45°: Der Graph fallt dort; gegen die positive z-Achse
gemessen sind das 135°.

Merke: Zwischen Steigung m und Steigungswinkel « gilt tana = m, also a = arctanm,

Umgekehrt bestimmt man aus einem gegebenen Winkel die Steigung mit dem
Tangens und I6st dann f'(z) = m. Ein negativer Winkel bedeutet, dass der Graph fallt.

Losung zu Aufgabe 6

a)fllz)=22—-2=4=2=3; f3)=3; t1(z) =4(z —3) + 3 =4z — 9.

b) Gesuchte Steigung:m = —1:(—-5) =22z -2=2=2 =2, f(2) =0;

to(x) =2(z —2)+0=2zx —4.

c) Die Steigungen 4 und 2 sind verschieden, also schneiden sich die Geraden.
4z—-9=2z-4=>z=32 y=2-2-4=1:525]|1).

Merke: Parallele Geraden haben dieselbe Steigung. Senkrechte Geraden haben
Steigungen, deren Produkt —1 ist. Man bestimmt also zuerst die gewiinschte Steigung,
16st dann f'(z) = m und stellt die Tangente auf. Zwei Geraden mit verschiedenen
Steigungen schneiden sich immer genau einmal.

o=

Losung zu Aufgabe 7

(z) =2u(z —u) +u? +1=2uz —u?+1,

(0)=-u? +1=0=u=1oderu=—1,

1(z) = 2z mit B1(1|2); t2(x) = —2x mit Ba(—1]2).

d) t(0) = —u? + 1 = 2 verlangt u? = —1: unmdglich. Der Punkt (0] 2) liegt oberhalb des
Scheitels innerhalb der nach oben gedffneten Parabel, von dort aus gibt es keine
Tangente.

Merke: Liegt der gegebene Punkt nicht auf dem Graphen, kennt man den Berthrpunkt
nicht. Man stellt die Tangente deshalb im allgemeinen Punkt B(u | f(u)) auf und setzt
den gegebenen Punkt ein. Die Losungen fur u liefern die BerUhrpunkte; hier sind die
beiden Tangenten symmetrisch zur y-Achse.

a)t
b)t
o)t

Losung zu Aufgabe 8

a) f(6) = 0,05-36 = 1,8 m.
b) f'(z) = 0,1z, f'(6) = 0,6.

c) a = arctan 0,6 ~ 31,0°,

d) t(z) = 0,6(z — 6) + 1,8 = 0,6 — 1,8. 0,6z — 1,8 = 3 = z = 8, also 2 m hinter der
a

Kante.
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Antwort: Die Kante der Rampe liegt 1,8 m hoch, der Fahrer hebt dort unter einem
Winkel von etwa 31° ab. Die Tangente beschreibt seine Startrichtung; in Wirklichkeit
fallt er wegen der Schwerkraft unter diese Gerade.

Losung zu Aufgabe 9

a)fllx)==z, f/(1)=1tzx)=(z—1)+0,5 =z —0,5.

b) t(3) =3 — 0,5 = 2,5: Ja, S liegt auf der Tangente.

c)z—0,5=0= z=0,5, also 50 m vom Ursprung entfernt.

d) m, = —1:n(z) = —(z — 1) + 0,5 = —x + 1,5; Schnittpunkt mit der y-Achse (0] 1,5).
Begrundung: Das rutschende Auto bewegt sich in Richtung der Tangente weiter, weil
es keine Kurvenkraft mehr gibt. Da die Scheune auf der Tangente liegt, ist sie

gefahrdet. Die Normale steht senkrecht auf der Fahrtrichtung; ihre Steigung ist —1,
weil 1-(=1) = -1,

Losung zu Aufgabe 10

a) f'(z) = —0,04z + 0,8, f'(0) = 0,8.

b) a = arctan 0,8 ~ 38,7°.

c) f(0) =0, also t(z) = 0,8z.

d) —0,04z +0,8 =04 =2 =10m; f(10) = —2+8 =6 m.

Antwort: Am linken FuBpunkt steigt der Bogen mit 80 %, also unter etwa 38,7° an.
Wegen der Symmetrie der Parabel fallt er am rechten FuBpunkt * = 40 unter
demselben Winkel ab. In 10 m Entfernung ist er noch halb so steil und 6 m hoch.

Losung zu Aufgabe 11

a) fl(x) =05z, f'(2)=1;t(z) =(z—2)+1=2—1.
b)ym, =—-1;n(z) = —(x—2)+1=—x+ 3.
c) n(0) = 3: Schnittpunkt (0| 3).

d) Die Normale hat den Steigungswinkel —45°, sie ist also um 45° gegen die
Senkrechte geneigt. Der Einfallswinkel betragt 45°; der Strahl wird waagerecht zur y-
Achse reflektiert und trifft sie im Brennpunkt (0] 1).

Merke: Bei der Reflexion ist der Einfallswinkel zur Normalen gleich dem Ausfallswinkel.
Bei einer Parabel werden alle Strahlen, die parallel zur Symmetrieachse einfallen, in
den Brennpunkt reflektiert. Bei f(z) = 0,25z liegt der Brennpunkt bei (0] 1); dort
konzentriert sich die Warme des Solarkochers.

Losung zu Aufgabe 12

a) h'(z) = —0,152% + 1,2z; h'(2) = —0,6 + 2,4 = 1,8.

b) h(2) = —0,4 + 2,4 =2,0; t(z) = 1,8(x — 2) + 2 = 1,8z — 1,6.
OR'(z)=-03z+12=0=z=4; h/(4) = —24+48 =24,

d) h(4) = 3,24 9,6 = 6,4; t(z) = 2,4(z — 4) + 6,4 = 2,4z — 3,2,

Begrundung: Die steilste Stelle eines Hanges ist das Maximum der Steigung, also eine
Nullstelle von h”. Wegen A" = —0,3 ist ' dort maximal. Die Steigung 2,4 bedeutet 240
m Héhengewinn pro Kilometer, das sind 24 %.
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Losung zu Aufgabe 13

a) f(0)=0,1-36 = 3,6 m.

b) f'(z) = 0,2(z — 6), f'(0) = —1,2; Geféllewinkel arctan 1,2 ~ 50,2°,

c) 0,2(x —6) = —tan30° ~ —0,577 = = ~ 3,11 m.

d) f(3) =0,9, f'(3) = —0,6; t(z) = —0,6(x — 3) + 0,9 = —0,6 + 2,7.

Begrundung: Die Ableitung ist im ganzen Bereich negativ, die Rutsche fallt also stetig.
Fur ein Gefalle von 30° muss f’'(z) = — tan 30° gelten. Am Ende der Rutsche bei z = 6
ist f'(6) = 0: Die Rutsche lauft waagerecht aus, das ist fiir die Badegaste angenehm.

Losung zu Aufgabe 14

a)f(1)=1,9(1)=-1+4-2=1; f'(z) =2z, f'(1) =2; ¢(z) = -2z +4, ¢(1) = 2.
b)t(z) =2(z—1)+1=2z—1.

c) Steigung 2: 2z = 2 = = = 1, Beriihrpunkt (1]1), also 1 =2 + ¢ = ¢ = —1. Kontrolle:
z? =2z — 1 & (z — 1)2 = 0 hat genau eine (doppelte) Lésung.

Merke: Zwei Graphen berlUhren sich in einem Punkt, wenn dort Funktionswert und
Steigung Ubereinstimmen. Sie haben dann eine gemeinsame Tangente. Eine Gerade
beruhrt eine Parabel genau dann, wenn die Schnittgleichung eine doppelte Losung hat.

Losung zu Aufgabe 15

z |0|5]| 10 |15]|20
f(z)|5]|10|7{,}5|5 |10

b) f'(z) = 0,03z% — 0,6z + 2,25 = 0,03(z2 — 20z + 75) = 0,03(z — 5)(z — 15):
waagerecht bei £ = 5 (Hochpunkt) und z = 15 (Tiefpunkt).

¢) f"(z) = 0,06z — 0,6 = 0 = z = 10; £'(10) = 3 — 6 + 2,25 = —0,75; Gefallewinkel
arctan 0,75 ~ 36,9°,

d) t(z) = —0,75(x — 10) + 7,5 = —0,75z + 15,

e) An den Randern gilt f'(0) = f'(20) = 2,25, das sind arctan 2,25 ~ 66,0° Steigung. Da
f' eine nach oben gedffnete Parabel mit Tiefpunkt bei z = 10 ist, nimmt |f’| im
Intervall seinen groBten Wert an den Randern an: Dort ist die Bahn am steilsten.

Losung zu Aufgabe 16

) h'(z) = —0,052 + 0,6, h'(0) = 0,6; a = arctan 0,6 ~ 31,0°.

) h(9,15) ~ 3,40 m > 1,90 m: Der Ball fliegt Giber die Mauer.

) h(20) = =10+ 12 =2 m m: Tor. h/(20) = —0,4, Fallwinkel arctan 0,4 ~ 21,8°,

) t(z) = —0,4(z — 20) + 2 = —0,4z + 10.

e) Die Tangente bei z = 0 ist y = 0,6x; bei * = 20 ergibt sie 12 m. Die Schwerkraft
zieht den Ball also um 10 m unter diese Gerade.

a
b
C
d
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Losung zu Aufgabe 17

a) h(z) = —2z; t(z) = —2u(z —u) —u?+4 = —2uz +u?+4,
b)t(—4) =8u+u?+4=0,alsou®+8u+4=0.

o) u=—4++12; u; ~ —0,536 liegt im Higelbereich, us ~ —7,464 liegt auBerhalb von
[—2;2].

d) B(—0,536 | 3,713); Steigung m = —2u ~ 1,072,

e) Die Sichtlinie berihrt den Hlgel bei z ~ —0,54. Alle Punkte des Higels mit

x > —0,54 liegen unter der Sichtlinie auf der abgewandten Seite: Der Wanderer sieht
den Gipfel (0]4) nicht, nur den Hang davor.

Losung zu Aufgabe 18

a)fllz)==, f'(2)=2;t(z) =2(z —2)+ 2 =2z —2;
(z)=—-3(z—2)+2=—3z+3.

)2z —2=0= A(1]0); —3z+3=0= B(6]0).

c) Grundseite AB =5 m, Hohe 2 m (y-Wert von P): A= 5 -5-2 =5m?,

d)V =5.0,2=1,0m3, also 1000 Liter Erde.

e) Die Steigungen 2 und —% erflllen 2 - (—%) = —1: Tangente und Normale stehen
senkrecht aufeinander.

T 3

Losung zu Aufgabe 19

a) t(z) = 3u*(z — u) + v = 3u’z — 3u® + u® = 3ulz — 2ud,
b)

(z —uw)?(z + 2u) = (22 — 2uz + u?)(z + 2u) = 23 + 2uz? — 2uz? — 4u’z + v’z + 2u® = 23 — 3u’z + 2u3

c) Aus f(z) = t(z) folgt (z — u)?(z + 2u) = 0: doppelte Lésung = = u (Beriihrpunkt)
und ¢ = —2u; zweiter Schnittpunkt (—2u| — 8u?).

d) v = 1: Tangente t(z) = 3z — 2, zweiter Schnittpunkt (—2| — 8); Probe:
t(-2)=-6—-2=-8v.

Merke: Jede Tangente an z3 (auBer im Ursprung) schneidet den Graphen ein zweites
Mal. Der BerUhrpunkt ist eine doppelte Losung der Schnittgleichung, deshalb erscheint
der Faktor (z — u)%. Der zweite Schnittpunkt liegt immer bei z = —2u, also auf der
anderen Seite des Ursprungs.

Losung zu Aufgabe 20

a) Gleiche Steigung: 2az( = 4; gleicher Funktionswert: azj = 4z — 4.

b) Aus der ersten Gleichung azy = 2, also a:c% = 2. Eingesetzt:

2z9 = 4zg — 4 = x9 = 2, a = 1. Die Parabel ist f(z) = z?, Berlihrpunkt (2]4).

o) t(z) =2u(z —u) +u® =2uz —u® =0=z = % (fir u # 0). Fir u = 2: Nullstelle 1,
passend zu 4z —4 =0,

Begrundung: Beruhren bedeutet gleicher Funktionswert und gleiche Steigung, das
ergibt zwei Gleichungen fur die zwei Unbekannten zy und a. Das allgemeine Ergebnis
aus c) liefert eine schnelle Konstruktion: Die Tangente an z2 im Punkt mit z = u geht
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